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Johdanto
Sanotaan, että topologi on matemaatikko, joka ei erota kahvikuppiaan munkkirinkiläs-
tä. Vitsi tulee siitä, että kahvikuppi ja munkkirinkilä ovat topologisesti ekvivalentteja eli
homeomorﬁsia; ne ovat siis topologisilta ominaisuuksiltaan samanlaisia. Kahden geomet-
risen objektin osoittaminen topologisesti samanlaisiksi ei ole mikään triviaali kysymys:
itseasiassa jo tietynlaisten 2-ulotteisten objektien, nimittäin pintojen 1 luokittelu vaatii
kohtuullisen suuren määrän matemaattista koneistoa taakseen ja yli 3-dimensioisten ob-
jektien tapauksessa täydellinen luokittelu on mahdotonta [1]. Käsillä olevan työn aihe ovat
pinnat ja niiden täydellinen luokittelu. Luokittelulla tarkoitetaan sitä että halutaan löytää
mahdollisimman pieni määrä keskenään topologisesti erilaisia pintoja siten että mielivaltai-
nen pinta voidaan osoittaa topologisesti ekvivalentiksi täsmälleen yhden näistä pinnoista
kanssa.
Karkeasti ottaen esimerkiksi pinnan reikien lukumäärä on topologinen ominaisuus, jon-
ka avulla objektit voidaan välittömästi todeta topologisesti erilaisiksi – esimerkiksi pallo-
pinta ja toruspinta (eli munkkirinkilän muotoinen pinta) ovat topologisessa mielessä erilai-
sia, koska niissä on eri määrä reikiä. Todellisuudessa asia on hieman monimutkaisempi, sillä
”reiän” täsmällinen matemattinen määrittely ei ole aivan helppoa. Käytännössä topologi-
seen objektiin voidaan liittää esimerkiksi jokin algebrallinen struktuuri. Tälläinen rakenne
voi olla esimerkiksi kutistuva ”silmukka”: Kuvitellaan vaikkapa narusilmukkaa pallon ym-
pärillä. Sopivasti kiristämällä silmukka voidaan luhistaa yhdeksi pisteeksi pallon pinnalla,
mutta munkkirinkilän reiästä pujotetulle silmukalle vastaavaa kiristystä ei voida tehdä niin
että naru pysyisi edelleen munkkirinkilän pinnalla(k.s. Kuva 1).
Kuva 1: Silmukoita
On olemassa myös muita, puhtaasti topologisiakin jatkuvissa muunnoksissa muuttu-
mattomia ominaisuuksia eli invariantteja: Jos toisella tarkasteltavista pinnoista on kysei-
nen ominaisuus ja toisella ei ole, voidaan heti todeta, että tarkasteltavat objektit eivät ole
topologisesti ekvivalentteja. Tälläinen ominaisuus on esimerkiksi pinnan suunnistuvuus,
jota voidaan ajatella seuraavasti: Kuvitellaan pinnalla liikkuvaa 2-ulotteista otusta, joka
1Pinnan täsmällinen määritelmä annetaan kappaleessa 1.1, mutta toistaiseksi tukeudutaan lukijan mie-
likuvaan. Lisäksi kun johdantokappaleessa puhutaan yksinkertaisesti pinnasta, tarkoitetaan itseasiassa yh-
tenäistä ja kompaktia pintaa. Nämä käsitteet määritellään niin ikään myöhemmin kappaleissa 1.0.4 ja
1.0.3.
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päättää lähteä tutkimusretkelle oman avaruutensa ympäri. Mikäli otus pystyy kulkemaan
yhdenkin sellaisen reitin, että se palaa lähtöpisteeseensä nurinpäin kääntyneenä, pintaa
kutsutaan suunnistumattomaksi. Kleinin pullo on esimerkki suunnistumattomattomasta
pinnasta. Toisaalta jos tällaista reittiä ei ole olemassa, pintaa kutsutaan suunnistuvaksi.
Suunnistuva ja suunnistumaton pinta eivät ole topologisesti ekvivalentteja, joten esimer-
kiksi torus ja Kleinin pullo ovat topologisesti erilaisia.
Edeltävän perusteella vaikuttaisi siltä, että luokittelussa on ainakin kolme erillistä luok-
kaa: nimittäin pinnat, jotka ovat homeomorﬁsia pallonpinnan kanssa (reiättömät, suunnis-
tuvat pinnat); pinnat, jotka ovat homeomorﬁsia yksi- tai useampireikäisen toruksen kanssa
(reiälliset, suunnistuvat pinnat) sekä pinnat, jotka ovat homeomorﬁsia suunnistumattoman
pinnan kanssa. Itseasiassa voidaan osoittaa, että nämä kolme luokkaa ovat täsmälleen ne
luokat, joihin kaikki tässä työssä tarkasteltavat pinnat voidaan jakaa.
Pintojen luokittelu perustuu siihen tosiasiaan, että kaikki pinnat ovat kolmioituvia eli
ne voidaan esittää euklidisina tasokolmioina, joiden sivut on sopivasti ”liimattu” yhteen.
Kuvassa 2 on esitetty eräs mahdollinen toruksen kolmiointi. Tässä torus tarkoittaa kaikkia
pintoja, jotka ovat homeomorﬁsia ”munkkirinkiläpinnan” kanssa (k.s. esimerkki 1.47), ja
siten siis myös kuvan tasoneliötä, jonka vastakkaiset sivut on ”liimattu” yhteen nuolten
osoittamalla tavalla. Luku 2 alkaa matemaattisen käsitteistön esittelyllä, jota tarvitaan
kolmiointiteoreeman osoittamisessa. Kuitenkaan teoreeman pitkää ja mutkikasta todistusta
ei tässä työssä esitetä.
Kuva 2: Toruksen kolmiointi
Kolmiointiteoreeman jälkeen kehitetään yhtenäinen tapa merkitä pintoja, n.k. moni-
kulmioesitys, joka tarkoittaa sitä, että pinta esitetään symbolijonona, jonka geometrinen
tulkinta on k.o. pinta.
Lisäksi määritellään joukko n.k. perusoperaatioita, joita voidaan tehdä pinnoille siten
että perusoperaatioiden avulla muodostettu pinta on homeomorﬁnen alkuperäisen pinnan
kanssa. Esimerkiksi kierto ja peilaus ovat tällaisia operaatioita. Luvun 2 lopussa pääs-
tään viimein osoittamaan luokitteluteoreema; nimittäin jos otetaan mielivaltainen pinta
ja muokataan sitä perusoperaatioiden avulla, saadaan uusi, alkuperäisen pinnan kanssa
homeomorﬁnen pinta, joka on joko pallopinta, n-reikäinen toruspinta tai n.k. yhtenäinen
summa n-kappaleesta projektiivisia tasoja.
Aloitetaan kuitenkin Luvusta 1, jossa käsitellään työssä vaadittavia topologisia taus-
tatietoja. Luku 1 perustuu pitkälti Jussi Väisälän topologian oppikirjoihin ([5] ja [6]).
Useat todistukset ovat suoraan k.o. kirjoista, tosin selventäviä yksityiskohtia on pyritty
3
lisäämään.
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Luku 1
Perusteita
Metrisissä avaruuksissa avoin joukko määritellään kuulaympäristöjen avulla:
Määritelmä 1.1. Joukko U  X on avoin metrisessä avaruudessa (X; d), mikäli jokaisella
pisteellä x 2 U on olemassa kuulaympäristö B(x; r) joka sisältyy joukkoon U:
Joukon avoimuus riippuu siis avaruuden X metriikasta, koska a-keskinen r-säteinen
kuula määritellään sellaisten X:n pisteiden joukoksi, joiden etäisyys pisteestä a 2 X on
vähemmän kuin r > 0; t.s. B(a; r) = fx 2 X : d(x; a) < rg: On kuitenkin mahdollista
määritellä metristä avaruutta yleisempi käsite, jossa etäisyydellä ei ole merkitystä, mutta
jossa kuitenkin voidaan mielekkäästi määritellä avoin joukko ja muut sellaiset tärkeät
topologiset käsitteet, jotka voidaan lausua avointen joukkojen avulla (esim. ympäristö ja
jatkuvuus). Tätä käsitettä kutsutaan topologiseksi avaruudeksi.
Määritelmä 1.2 (Topologinen avaruus). Olkoon X mikä tahansa joukko ja olkoon T
jokin kokoelma X:n osajoukkoja, t.s. T on X:n potenssijoukon osajoukko, T  P(X):
Sanotaan, että T on joukon X topologia, mikäli seuraavat ehdot ovat voimassa:
T1 T sisältää jäsentensä mielivaltaiset yhdisteet,
T2 T sisältää jäsentensä äärelliset leikkaukset,
T3 ; 2 T ja X 2 T :
Joukkoa X, jossa on annettu jokin topologia T , sanotaan topologiseksi avaruudeksi,
t.s. topologinen avaruus on pari (X; T ); jossa X on joukko ja T on jokin X:n topologia.
Kokoelman (eli joukon) T jäseniä sanotaan avoimiksi joukoiksi.
Jatkossa X viittaa topologiseen avaruuteen (X; T ); ellei erikseen toisin mainita.
Esimerkki 1.3. Kuvassa 1.1 vasemmalla on kuvattu joukon X = f1; 2; 3g diskreet-
ti topologia Tdis = P(X) = f;; f1g; f2g; f3g; f1; 2g; f1; 3g; f2; 3g; f1; 2; 3gg; keskellä mi-
nitopologia eli pienin mahdollinen topologia Tmini = f;; Xg; ja oikealla topologia T =
f;; f1g; f1; 2g; f1; 2; 3gg:
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Kuva 1.1: Vasemmalla on kuvattu joukon X = f1; 2; 3g diskreetti topologia, keskellä mi-
nitopologia ja oikealla topologia f;; f1g; f1; 2g; f1; 2; 3gg.
Olkoon (X; d) metrinen avaruus ja Td avaruuden avointen joukkojen kokoelma, t.s.
Td = fU : U on avoin X:ssäg: Voidaan osoittaa, että metrisissä avaruuksissa avointen
joukkojen mielivaltainen yhdiste on avoin ja että avointen joukkojen äärellinen leikkaus
on avoin. Sekä tyhjä joukko että X ovat avoimia (ja myös suljettuja) X:ssä, joten ehto T3
täyttyy. Metriikka määrää siis X:lle topologian Td:
Metristyvä avaruus. Topologista avaruutta (X; T ) kutsutaan metristyväksi, jos on ole-
massa X:n metriikka d; jolla Td = T :
Esimerkki 1.4. Diskreetti avaruus (X; Tdis) on aina metristyvä, koska pätee Tdis = Td;
kun d on X:n f0; 1g-metriikka, jossa d(x; y) = 1; kun x 6= y ja d(x; y) = 0; kun x = y [6].
Esimerkiksi yksiö fag on avoin f0; 1g-metriikan määräämässä topologiassa, koska mille tahansa kuu-
lalle, jossa r 2]0; 1[; pätee B(a; r) = fx 2 X : d(x; a) < rg = fag  fag:
Suljettu joukko. Edellä määriteltiin avoin joukko topologisessa avaruudessa (X; T ) to-
pologian T jäseneksi. Kutsutaan avoimen joukon komplemettia suljetuksi joukoksi t.s.
joukko F  X on suljettu X:ssä, mikäli F :n komplemetti {F = XnF on avoin.
Arkikielessä ”avoin” ja ”suljettu” mielletään usein vastakohdiksi ja toisensa poissulke-
viksi ominaisuuksiksi. Topologiassa näin ei kuitenkaan ole, vaan suljetun joukon määrtel-
mästä seuraa, että mikäli avoimen joukon komplementti on avoin, on alkuperäinen joukko
sekä suljettu että avoin. Lisäksi on mahdollista, että joukko ei ole avoin eikä suljettu.
Esimerkki 1.5. Diskreetillä topologialla varustetun joukon X = f1; 2; 3g kaikki osajou-
kot ovat sekä avoimia että suljettuja: Esimerkiksi yksiö f1g on avoin X:ssä ja myös sen
komplementti Xnf1g = f2; 3g on avoin. Näin ollen yksiö f1g on myös suljettu X:ssä.
Topologisen avaruuden (f1; 2; 3g; Tmini) ainoat avoimet (ja myös suljetut) joukot ovat
tyhjä joukko ja koko joukko f1; 2; 3g: Näin ollen mitkään muut joukon f1; 2; 3g osajoukot
eivät ole avoimia eivätkä suljettuja.
Topologisen avaruuden (f1; 2; 3g; f;; f1g; f1; 2g; f1; 2; 3gg) suljetut joukot ovat ;; f1; 2; 3g;
f2; 3g; f3g ja joukot, jotka eivät ole avoimia eivätkä suljettuja ovat f2g ja f1; 3g:
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Huomautus 1.6. Joukkoa, jonka alkiot ovat joukkoja, kutsutaan usein kokoelmaksi ja si-
tä merkitään usein kirjoituskirjaimilla A;B;D;O; ::: Luonnollisesti kokoelma on joukko.
Kokoelman alkioita saatetaan kutsua myös sen jäseniksi.
Kokoelman D jäsenten yhdistettä merkitään [D = fx : x 2 A jollain A 2 Dg:
Määritelmä 1.7 (Ympäristö). Olkoon (X; T ) topologinen avaruus ja x 2 X: Nyt jos
x 2 U ja U on X:n avoin osajoukko, sanotaan että U on pisteen x ympäristö. Vastaavasti
jos A  X ja A  U , missä U on X:n avoin osajoukko, sanotaan että U on joukon A
ympäristö.
Lause 1.8. Topologisen avaruuden X osajoukko A  X on avoin X:ssä, jos ja vain jos
A:n jokaisella pisteellä a 2 A on ympäristö U(a); joka sisältyy A:han.
Todistus. Jos A on avoin, voidaan valita A itse jokaisen pisteensä ympäristöksi: U(x) =
A 8 x 2 A:
Kääntäen: Jokaisella pisteellä a 2 A on ympäristö U(a)  A: Koska U(a) on ympäristö,
on se avoin X:ssä, ja pätee U(a) 2 T : Koska T sisältää jäsentensä mielivaltaiset yhdisteet
ja A =
S fU(a) j a 2 Ag; on A avoin.
Määritelmä 1.9 (Hausdorﬃn avaruus). Topologinen avaruus (X; T ) on Hausdorﬀ (tai
Hausdorﬃn avaruus), jos sen jokaiselle kahdelle eri pisteelle voidaan löytää erilliset ympä-
ristöt, t.s. kaikilla x; y 2 X; x 6= y; on olemassa ympäristöt U 2 T ja V 2 T siten että
x 2 U , y 2 V ja U \ V = ;:
Esimerkki 1.10. Metrinen avaruus (X; Td) on aina Hausdorﬀ, mikä tuntuu luonnollisel-
ta, koska jokaisen kahden eri pisteen x 6= y välille on määritelty jokin etäisyys d(x; y) > 0:
Pisteille voidaan aina löytää kuulaympäristöt, joiden säde on aidosti pienempi kuin pistei-
den välinen etäisyys d(x; y); valitaan esimerkiksi B
 
x; d(x;y)3

; B
 
y; d(x;y)3

: Nyt täytyy olla
B
 
x; d(x;y)3
\B y; d(x;y)3  = ;; koska jos olisi olemassa jokin z 2 B x; d(x;y)3 \B y; d(x;y)3 
seuraisi siitä d(x; y)  d(x; z) + d(z; y)  d(x;y)3 + d(x;y)3 = 2d(x;y)3 < d(x; y): RR.
Sen sijaan avaruus (X; Tmini) on Hausdorﬀ ainoastaan siinä tapauksessa, että X:ssä
on vain yksi jäsen: Olkoon (X; Tmini) ja #X  2: Nyt jokaisen pisteen x; y 2 X ainoa
ympäristö on X:
Määritelmä 1.11 (Topologian kanta). Olkoon T joukon X topologia. Sanotaan, että B
on T :n (tai avaruuden (X; T ) tai lyhyesti avaruuden X) kanta, jos
K1 B  T ja
K2 jokainen U 2 T , U 6= ;, voidaan lausua yhdisteenä joistain B:n jäsenistä.
Esimerkki 1.12. Metrisen avaruuden (X; Td) erään kannan muodostavat avoimet kuulat
B(x; r); jossa x 2 X; r > 0: Ehto K1 täyttyy selvästi. Ehto K2 toteutuu, kun muistetaan,
että joukko V  X on avoin, jos ja vain jos se on tyhjä tai yhdiste avoimista kuulista ([5]
s. 30). Täytyy siis olla, että jokainen U 2 Td on yhdiste avoimista kuulista.
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Kanta määrää T :n yksikäsitteisesti, sillä B:n jäsenet ovat myös T :n jäseniä ja toisaalta
T sisältää T1:n nojalla jäsentensä mielivaltaiset yhdisteet. Ei siis ole mahdollista, että
B:n jäsenten yhdisteenä saataisiin joukko, joka ei kuuluisikaan kokoelmaan T . Näin ollen
T :n jäseniä ovat tyhjän joukon lisäksi täsmälleen ne X:n osajoukot, jotka voidaan lausua
yhdisteenä joistain B:n jäsenistä.
Määritelmä 1.13 (Numeroituva kanta). Topologisen avaruuden kanta on numeroituva,
mikäli siinä on äärellinen määrä jäseniä tai jäseniä on luonnollisten lukujen verran: B =
fBi : i 2 Ng:
Avaruutta, jolla on numeroituva kanta, merkitään N2 (engl. second countable).
Huomautus 1.14. Seuraavassa määritelmässä esiintyy ensimmäisen kerran kuvauksen f :
X ! Y alkukuva, jota merkitään tässä työssä symbolilla f (O. Kanerva, 2008, Topologia
I -kurssi). Kuvauksen f käänteiskuvausta merkitään perinteiseen tapaan symbolilla f 1:
Alkukuva on määritelty kaikille kuvauksille f;mutta käänteiskuvaus ainoastaan bijektioille.
Jos kuitenkin käänteiskuvaus on määritelty, on selvää että f 1V = fx 2 X : f(x) 2 V 
Y g = f V; jolloin merkintätavalla ei ole merkitystä.
Määritelmä 1.15 (Jatkuvuus). Olkoon f kuvaus f : X ! Y . Kuvaus f on jatkuva
pisteessä a 2 X, mikäli jokaista pisteen f(a) ympäristöä V kohti on olemassa sellainen
a:n ympäristö U että fU  V eli U  f V: Jos f on jatkuva jokaisessa pisteessä x 2 X,
sanotaan että kuvaus f on jatkuva.
. f(a)a .
YX
VfUU
f
Kuva 1.2: Jatkuva kuvaus f:
Lause 1.16. Olkoon f : X ! Y kuvaus. Seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä:
1. Kuvaus f on jatkuva.
2. Jokaisen avoimen joukon V  Y alkukuva f V on avoin.
Todistus. ”)” Olkoon f jatkuva ja olkoon V  Y avoin joukossa Y: Osoitetaan, että
f V on avoin X:ssä eli osoitetaan, että jokaisella pisteellä x 2 f V on ympäristö,
joka sisältyy joukkoon f V:
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Olkoon x siis mikä tahansa piste joukossa f V: Koska V on avoin joukossa Y; on
V pisteen f(x) eräs ympäristö. Edelleen koska kuvaus f on jatkuva, on olemassa
pisteen x ympäristö U siten että U  f V: Koska x on mielivaltainen piste joukossa
f V; pätee, että jokaisella x on ympäristö, joka sisältyy joukkoon f V:
”(” Koska mielivaltaisen avoimen joukon V alkukuva f V on oletuksen nojalla avoin,
löytyy jokaiselle pisteelle a 2 f V ympäristö, joka sisältyy joukkoon f V: Olipa V
siis mikä hyvänsä pisteen f(a) ympäristö, löytyy joukon f V avoimmuuden nojalla
pisteen a ympäristö, joka sisältyy joukkoon f V .
1.0.1 Homeomorﬁsmi
Topologinen ominaisuus on joukon ominaisuus, joka säilyy vaikka joukko ”muotoillaan uu-
delleen”. Hyvän käsityksen asiasta saa kuvittelemalla helposti muovautuvaa ohutta mate-
riaalia, jota voi venyttää ja lytätä mielensä mukaan, mutta johon ei voi tehdä reikiä eikä
liimauksia. Tällaisesta materiaalista muotoilemalla voidaan muuttaa kappaleen muotoa
geometrisesti erilaiseksi — kaarevuus, pinta-ala, etäisyydet ja kulmat voivat muuttua —
mutta kaikki topologiset ominaisuudet, kuten reikien määrä kappaleessa, säilyvät.
Homeomorﬁnen kuvaus (tai lyhyesti homeomorﬁsmi) säilyttää joukon topologiset omi-
naisuudet t.s. joukon topologia T on se informaatio, jonka homeomorﬁnen kuvaus säilyttää
(tarkemmin Lause 1.19), ja edelleen kaikki ne joukon ominaisuudet, jotka voidaan lausua
avointen joukkojen avulla, ovat topologisia ominaisuuksia.
Määritelmä 1.17 (Homeomorﬁsmi). Kuvaus f : X ! Y on homeomorﬁsmi, jos
1. f on bijektio,
2. f on jatkuva,
3. f 1 on jatkuva.
Lause 1.18. Kuvaus f : X ! Y on homeomorﬁsmi, jos ja vain jos f on jatkuva bijektio
ja f kuvaa X:n avoimet joukot Y :n avoimiksi joukoiksi.
Todistus. Lauseen 1.16 nojalla kuvaus f 1 on jatkuva, jos ja vain jos jokaisen avoimen
joukon alkukuva on avoin. Käänteiskuvauksen määritelmän nojalla f 1V = U , fU = V
eli käänteiskuvauksessa U :n alkukuva on V = fU: Nyt jos U on avoin, niin jotta f 1 olisi
jatkuva, täytyy fU :n olla avoin. Joukko fU on puolestaan avoin, jos ja vain jos f kuvaa
avoimet joukot avoimiksi joukoiksi.
Lause 1.19. Olkoon (X1; T1) ja (X2; T2) topologisia avaruuksia ja olkoon f : X1 ! X2
bijektiivinen kuvaus. Kuvaus f on homeomorﬁsmi jos ja vain jos f(T1) = T2 (eli U 2 T1
jos ja vain jos f(U) 2 T2).
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Todistus. ”(” Olkoon f(T1) = T2: Osoitetaan, että f on homeomorﬁsmi. Koska f(T1) 
T2; kuvaus f kuvaa avoimet joukot avoimiksi joukoiksi. Lauseen 1.18 nojalla f on
homeomorﬁsmi.
”)” Olkoon kuvaus f homeomorﬁsmi. Lauseen 1.18 nojalla f kuvaa avoimet joukot avoi-
miksi joukoiksi, joten f(T1)  T2: Osoitetaan, että T2  f(T1): Olkoon V 2 T2:
Kuvauksen f jatkuvuudesta seuraa, että f 1V  X on avoin eli f 1V 2 T1: Koska
f on bijektio, voidaan kirjoittaa f(f 1V ) = V 2 f(T1): Saatiin f(T1) = T2:
Kahta joukkoa X ja Y pidetään topologisessa mielessä ekvivalentteina, mikäli niiden
välille voidaan löytää homeomorﬁsmi f : X ! Y; merk. X t Y: Jotta kaksi joukkoa
voidaan osoittaa keskenään homeomorﬁsiksi, riittää siis löytää jokin homeomorﬁsmi jouk-
kojen välille. Kahden joukon osoittaminen keskenään topologisesti erilaisiksi saattaa olla
vaikeampaa: pitää löytää jokin topologinen ominaisuus, jonka suhteen joukot eroavat.
Jos X ja Y ovat homeomorﬁsia, sanotaan että X ja Y kuuluvat samaan homeomorﬁs-
miluokkaan.
Oletetaan seuraavat homeomorﬁsmeja koskevat tulokset tunnetuiksi:
Lause 1.20. 1. Identtinen kuvaus id : X ! X on homeomorﬁsmi.
2. Jos f : X  Y ja g : Y  Z; niin g  f : X  Z:
3. X  X:
4. Jos X  Y; niin Y  X:
5. Jos X  Y  Z; niin X  Z:
Esimerkki 1.21. 1. Avaruuden Rn avoin kuula B(a; r) on homeomorﬁnen minkä ta-
hansa avoimen kuulan B(a0 ; r0)  Rn kanssa. Osoitetaan aluksi, että mielivaltainen
kuula B(a; r)  Rn on homeomorﬁnen yksikkökuulan B(0; 1)  Rn kanssa, minkä
jälkeen väite pätee Lauseen 1.20 kohdan 5 nojalla.
Olkoon r > 0 ja f : B(0; 1) ! B(0; r) kuvaus siten että f(x) = rx: Kuvaus f on
selvästi jatkuva bijektio ja käänteiskuvaus on f 1(x) =
1
r
x; joka on määritelty ja
jatkuva, koska r > 0: Kuvaus f on siis homeomorﬁsmi.
Vastaavasti määritellään kuvaus g : B(0; r) ! B(a; r) siten että g(x) = x + a:
Kuvaus g on jatkuva bijektio ja käänteiskuvaus g 1(x) = x   a on jatkuva, joten g
on homeomorﬁsmi. Lauseen 1.20 kohdasta 2 seuraa, että kuvaus g  f : B(0; 1) !
B(a; r) on homeomorﬁsmi, joten pätee B(0; 1)  B(a; r):
2. Avaruus Rn on homeomorﬁnen avoimen yksikkökuulan (ja siten minkä tahansa avoi-
men kuulan) B(0; 1) kanssa. Määritellään kuvaus f : B(0; 1)! Rn siten että
f(x) =
x
1  jxj ;
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missä jxj on vektorin x normi. Kuvaus f on selvästi määritelty kaikilla x 2 Rn; koska
jxj < 1; kun x 2 B(0; 1): Rationaalifunktiona f on määrittelyjoukossaan jatkuva.
Havaitaan, että jatkuva kuvaus g : Rn ! B(0; 1)
g(y) =
y
1 + jyj
on f :n käänteiskuvaus:
(f  g)(y) =
y
1+jyj
1  jyj1+jyj
=
y
1+jyj
1+jyj jyj
1+jyj
= y
= id(y)
Varmistutaan vielä, että g(y) 2 B(0; 1) :
jg(y)j = jyj
1 + jyj < 1; sillä 1 + jyj > jyj:
Vastaavasti saadaan (g  f)(x) = id(x): Näin ollen f on homeomorﬁsmi.
1.0.2 Relatiivitopologia
Olkoon A  (X; T ): Joukon A relatiivitopologiaksi kutsutaan topologiaa, jonka A ”perii”
X:ltä:
U on avoin joukossa A, 9 X:n avoin osajoukko V s.e. U = V \A:
Esimerkki 1.22. 1. Olkoon U  A  X ja olkoon U avoin X:ssä. Nyt U on avoin
myös A:ssa, sillä U = A \ U:
2. OlkoonX = R2 varustettuna normaalilla euklidisella metriikalla. OlkoonA = f(x; y) 2
R2 j x 2 [1; 2[; y = 0g: Nyt väli [1; 2[ ei ole avoin R2:ssa, mutta se on avoin A:ssa,
koska esimerkiksi B(1; 1) \ [1; 2[= [1; 2[ (k.s. Kuva 1.3). Itseasiassa aina pätee, että
A on avoin osajoukko A:ssa ja ; on avoin A:ssa.
3. Lisäksi määritelmästä seuraa, että jos U on A:n avoin osajoukko ja A on avoin
X:ssä, niin myös U on avoin X:ssä. Jos nimittäin U on avoin A:ssa, täytyy olla että
U = A\V jollain X:n avoimella osajoukolla V: Tällöin U on kahden avoimen joukon
leikkauksena avoin (topologisen avaruuden ehto T2).
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Kuva 1.3: Relatiivitopologia
Lause 1.23. Jos X on Hausdorﬀ, niin A  X on Hausdorﬀ.
Todistus. Olkoon a; b 2 A ja a 6= b: Koska X on Hausdorﬀ, on olemassa a:n ja b:n ympä-
ristöt U  X ja V  X siten että U \ V = ;: Olkoon Ua = U \ A; eli Ua on avoin A:ssa
ja siten a:n ympäristö. Vastaavasti olkoon Vb = V \ A pisteen b ympäristö A:ssa. Nyt Ua
ja Vb ovat kysytyt erilliset ympäristöt.
Lause 1.24. Jos X on N2; niin A  X on N2:
Todistus. Olkoon B joukon X numeroituva kanta. Osoitetaan, että BA = fB \A : B 2 Bg
on A:n numeroituva kanta. Kokoelman BA täytyy siis toteuttaa ehdot K1 ja K2. Ehto K1
on selvä, sillä relatiivitopologian määritelmän nojalla A:ssa avoimia joukkoja ovat joukot
U = V \A;missä V on avoinX:ssä, ja koska kannan jäsenet ovatX:n avoimia osajoukkoja,
pätee BA  TA:
Olkoon U avoin A:ssa, U 6= ;. U on siis muotoa V \A; missä V on avoin X:ssä. Koska
B on X:n kanta, V voidaan esittää yhdisteenä B:n jäsenistä eli V = B1 [ B2 [ ::: Näin
ollen voidaan kirjoittaa U = (B1 [B2 [ :::) \ A = (B1 \ A) [ (B2 \ A) [ ::: Jokainen A:n
avoin osajoukko voidaan siis esittää yhdisteenä BA:n jäsenistä, joten BA toteuttaa myös
ehdon K2.
1.0.3 Kompaktius
Yksi topologian tärkeimmistä käsitteistä on kompaktius, josta on hiukan hankalaa saada
intuitiivista käsitystä. Kompaktilla avaruudella on kuitenkin monia hyödyllisiä ominai-
suuksia, ja onkin sanottu, että kompaktius on äärellisyyden jälkeen paras ominaisuus jo-
ka avaruudella voi olla. Metristen avaruuksien yhteydessä kompaktius voidaan määritellä
jonojen avulla, mutta yleisten topologisten avaruuksien tapauksessa kompaktius määritel-
lään peitteiden avulla.
Määritelmä 1.25 (Joukon peite). Olkoon A  X ja olkoon D  P(X) kokoelma X:n
osajoukkoja. Sanotaan, että D on A:n peite, jos A sisältyy joukkoon [D: Tapauksessa
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A = X on X = [D: Jos D0  D ja jos myös D0 on A:n peite, niin D0 on D:n osapeite. Jos
peitteen D jäsenet ovatX:n avoimia osajoukkoja, niin D:tä kutsutaan avoimeksi peitteeksi.
Kuva 1.4: Vasemmalla joukon A peite D, keskellä ei peitettä ja oikealla D:n osapeite D0 :
Määritelmä 1.26 (Kompakti avaruus ja joukko). Avaruus on kompakti, jos sen jokaisella
avoimella peitteellä on äärellinen osapeite. Joukko A  X on kompakti, jos se on kompakti
topologinen avaruus relatiivitopologiassa.
Esimerkki 1.27. [3]. Tarkastellaan puoliavointa väliä [12 ; 1[ R; missä R on varustettu
normaalilla euklidisella metriikalla. Jos löydetään yksikin välin [12 ; 1[ peite, jolla ei ole
äärellistä osapeitettä, väli ei ole kompakti.
Eräs välin [12 ; 1[ peite on kokoelma D = [f ] 1n ; 1  1n [ g; missä n 2 N; n  3: D on siis ko-
koelma välejä siten että D = f ]13 ; 23 [ g [ f ]14 ; 34 [ g [ f ]15 ; 45 [ g [::: = f ]13 ; 23 [; ]14 ; 34 [; ]15 ; 45 [; :::g
Tällä peitteellä ei ole äärellistä osapeitettä, koska mikään äärellinen peite
D0 = f ]1
3
;
2
3
[; :::; ]
1
n0
; 1  1
n0
[ g
ei peitä väliä [12 ; 1[; sillä esimerkiksi 1  1n0+1 =2 [D0:
Lause 1.28. Joukko A  X on kompakti, jos ja vain jos sen jokaisella X-avoimella
peitteellä on äärellinen osapeite.
Todistus. Olkoon A joukon X kompakti osajoukko ja olkoon D = fDigi2I ; missä I on
mielivaltainen indeksijoukko, mikä tahansa A:n X-avoin peite, eli A  SD; missä joukot
Di ovat X:n avoimia osajoukkoja. Osoitetaan, että peitteellä D on äärellinen osapeite.
Relatiivitopologiasta seuraa, että joukko DAi = Di \A on avoin A:ssa, sillä Di on X:n
avoin osajoukko. Kokoelma DA = fDAi gi2I on A:n avoin peite, jolla on A:n kompaktiuden
nojalla äärellinen osapeite DA0 = fDAk j k 2 Kg; missä K on äärellinen indeksijoukko,
K  I: Nyt alkuperäisestä peitteestä D voidaan valita indeksijoukonK määräämät jäsenet
ja näin saadaan muodostettua D:n äärellinen osapeite.
Olkoon sitten joukon A jokaisella X-avoimella peitteellä äärellinen osapeite. Osoite-
taan, että A on kompakti.
Olkoon DA = fDAi gi2I joukon A avoin peite. Tällöin DAi on muotoa Di = Vi \ A
kaikilla i 2 I; missä Vi on X:n avoin osajoukko. Joukko fVigi2I on A:n X-avoin peite,
jolla on oletuksen nojalla äärellinen osapeite V0 = fVk j k 2 Kg; missä K 2 I on äärellinen
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indeksijoukko. Jälleen valitaan alkuperäisestä peitteestä DA indeksijoukon K määräämät
jäsenet ja saadaa peitteen DA äärellinen osapeite.
Lause 1.29. Kompaktin avaruuden suljettu osajoukko on kompakti.
Todistus. Olkoon X kompakti, A  X suljettu osajoukko X:ssä, ja olkoon D joukon A
X-avoin peite. Tällöin D1 = D [ fXnAg on X:n peite, koska D on A:n peite ja A:n
komplementti sisältää loput joukosta X: Koska X on kompakti, peitteellä D1 on äärellinen
osapeite D2. Jos fXnAg 62 D2; täytyy olla jokin D0  D; joka on äärellinen ja sisältää X:n
ja siten myös A:n. Jos taas fXnAg 2 D2; täytyy olla olemassa joukon A äärellinen peite
D0  D; jotta pätee A  [D1:
Näin ollen D0 on kysytty A:n äärellinen osapeite, ja koska alkuperäinen peite D oli
mielivaltainen, jokaiselle A:n peitteelle löydetään äärellinen osapeite, nimittäin D0:
Lause 1.30. Kompaktin joukon kuva jatkuvassa kuvauksessa on kompakti.
Todistus. Olkoon X kompakti avaruus, ja olkoon kuvaus f : X ! Y jatkuva. Halutaan
osoittaa, että fX  Y on kompakti. Olkoon kokoelma D kuvajoukon fX Y -avoin peite 1.
Nyt kokoelma ff 1V  X : V 2 Dg on X:n peite, ja lisäksi koska kuvaus f on jatkuva,
peite on avoin. Koska X on kompakti, peitteellä ff V  X : V 2 Dg on äärellinen
osapeite ff V1; f V2; :::; f Vng; missä Vj 2 D: Nyt kokoelma fV1; V2; :::; Vng on fX:n
peitteen D äärellinen osapeite, joten fX on kompakti.
Lause 1.31. Olkoon X Hausdorﬀ ja A;B  X kompakteja erillisiä joukkoja. Tällöin A:lla
ja B:llä on erilliset ympäristöt.
Todistus. Oletetaan aluksi, että B on yksiö fbg: Koska X on Hausdorﬀ, löydetään kullekin
a 2 A ympäristö U(a); joka on erillinen pisteen b ympäristön Va(b) kanssa. Nyt yhdiste
kokoelmasta fU(a) : a 2 Ag sisältää A:n, joten kokoelma on A:n peite. Koska A on
kompakti, sillä on äärellinen osapeite fU(a) : a 2 Fg; jossa F  A on äärellinen. Olkoon
nyt
U =
[
fU(a) : a 2 Fg ja V =
\
fVa(b) : a 2 Fg:
Osoitetaan, että U \ V = ;; jolloin U ja V ovat kysytyt erilliset ympäristöt. Tehdään
vastaoletus: x 2 U \ V: Tällöin pätee x 2 U(a) jollain a 2 F ja x 2 Va(b) kaikilla a 2 F:
Seuraa ristiriita, sillä nyt ympäristöt U(a) ja Va(b) eivät ole erilliset.
Olkoon B nyt mielivaltainen kompakti joukko. Edellisen nojalla voidaan valita kullakin
b 2 B ympäristö V (b) siten että se on erillinen A:n ympäristön Ub(A) kanssa. Koska B on
kompakti, sillä on peite fV (b) : b 2 Kg; missä K  B on äärellinen. Olkoon nyt
U =
\
fUb(A) : b 2 Kg ja V =
[
fV (b) : b 2 Kg:
1Ainakin yksi tällainen peite on olemassa, nimittäin fY g:
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Osoitetaan, että U \ V = ;; jolloin U ja V ovat kysytyt erilliset ympäristöt. Vastaoletus:
x 2 U \ V: Kuten edellä pätee x 2 Ub(A) kaikilla b 2 K ja x 2 V (b) jollain b 2 K; mikä
on ristiriita.
Lause 1.32. Jos X on Hausdorﬀ ja A  X kompakti, niin A on suljettu.
Todistus. Olkoon x 2 XnA: Lauseen 1.31 nojalla fxg:llä ja A:lla on erilliset ympäristöt U
ja V . Koska jokaisella XnA joukon pisteellä (yksiöllä) on ympäristö, joka sisältyy joukkoon
XnA, on XnA Lauseen 1.8 nojalla avoin. Tällöin komplementti A on suljettu.
Lause 1.33. Olkoon X kompakti, Y Hausdorﬀ ja f : X ! Y jatkuva. Tällöin f on suljettu
kuvaus (eli f kuvaa suljetut joukot suljetuiksi joukoiksi).
Todistus. Olkoon A  X suljettu osajoukko X:ssä. Lauseen 1.29 nojalla A on kompakti,
ja Lauseen 1.30 nojalla fA on kompakti. Näin ollen Lauseesta 1.32 seuraa, että fA on
suljettu Y :ssä.
1.0.4 Yhtenäisyys
Määritelmä 1.34 (Yhtenäinen avaruus). Sanotaan, että avaruus (X; T ) on yhtenäinen,
jos se ei sisällä sellaisia osajoukkoja A;B, että
1. X = A [B;
2. A 6= ; 6= B;
3. A \B = ; ja
4. A ja B ovat avoimia X:ssä.
Avaruus on siis yhtenäinen jos ja vain jos sitä ei voida lausua kahden avoimen epätyhjän
erillisen osajoukon yhdisteenä. Muutoin X on epäyhtenäinen.
Esimerkki 1.35. ([5] s.111.) Diskreetti avaruus X, jossa on ainakin kaksi pistettä on aina
epäyhtenäinen. Voidaan nimittäin valita mikä tahansa avaruuden piste a 2 X ja asettaa
A = fag ja B = XnA:
Yhtenäinen osajoukko. Osajoukko E  X on yhtenäinen, jos se on yhtenäinen topolo-
ginen avaruus relatiivitopologiassa.
1.0.5 Koindusointi
Olkoon Y joukko ilman topologiaa, olkoon (X; T ) topologinen avaruus ja olkoon f kuvaus
f : X ! Y: Halutaan määritellä Y :lle sellainen topologia, että kuvaus f tulee jatkuvaksi.
Määritellään kokoelma T 0 seuraavasti:
T 0 = fV  Y j f V on avoin X:ssä g:
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Nyt jos T 0 on topologia Y :ssä, niin kuvaus f on Lauseen 1.16 nojalla jatkuva, sillä
avoimiksi joukoiksi Y :ssä on määritelty ne joukot V , joiden alkukuvat f V ovat avoimia
X:ssä.
Halutaan siis osoittaa, että kokoelma T 0 on topologia Y :ssä:
Todistus. Mukaillen todistusta [6] s. 56.
T1 Olkoon (V)2A mielivaltainen kokoelma T 0 :n jäseniä. Merkitään V = [fV :  2 Ag:
Halutaan osoittaa, että V 2 T 0 : Koska yhdiste ja alkukuva ovat vaihdannaisia (esim.
[5], s. 11), voidaan kirjoittaa
f V = f 
[
2A
V =
[
2A
f (V):
Kokoelma T 0 on määritelty siten että V 2 T 0 , f (V) 2 T ; eli jokaiselle V
pätee f (V) 2 T : Koska T toteuttaa ehdon T1, se sisältää jäsentensä mielival-
taiset yhdisteet, siis myös yhdisteen
S
2A f
 (V) = f V: Edelleen kokoelman T 0
määritelmästä seuraa V 2 T 0 :
T2 Olkoon nyt (U)2A äärellinen kokoelma T 0 :n jäseniä. Merkitään U = \fU :  2 Ag:
Halutaan osoittaa, että U 2 T 0 : Koska leikkaus ja alkukuva ovat vaihdannaisia,
voidaan kirjoittaa
f U = f 
\
2A
U =
\
2A
f (U):
Kuten edellä, jokaiselle U pätee f (U) 2 T ; ja näin ollen myös f 
 T
2A U
 2
T : Saadaan f U 2 T ja siis U 2 T 0 :
T3 Luonnollisesti tyhjän joukon alkukuva on tyhjä joukko, f ; = ;; joka on avoin X:ssä,
joten ; 2 T 0 : Koko joukon Y alkukuva on koko X; joka on avoin X:ssä, joten Y 2 T 0 :
Topologiaa T 0 kutsutaan kuvauksen f koindusoimaksi topologiaksi.
1.0.6 Tekijätopologia
Koindusoinnin tärkein sovellus on tekijätopologia, joka liittyy erääseen tapaan muodos-
taa uusia topologisia avaruuksia vanhoista: Kuvitellaan esimerkiksi tason suorakaidetta.
”Liimataan” suorakaiteen vastakkaiset sivut a ja a0 yhteen, jolloin saadaan uusi topolo-
ginen avaruus, joka on homeomorﬁnen lieriön vaipan kanssa. ”Liimaamisen” täsmällinen
matemaattinen merkitys liittyy tekijätopologiaan.
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Y
V
f {V}-1
f
Kuva 1.5: Kuvauksen f joukolle Y koindusoima topologia T 0 määritellään siten että V 
Y on avoin Y :ssä jos ja vain jos f (V )  X on avoin X:ssä.
a a’ ~~X X/R Y
Kuva 1.6: Tason suorakaiteen vastakkaisten sivujen ”liimaaminen”.
Ositus ja ekvivalenssirelaatio
Ositus tarkoittaa (mielivaltaisen) joukon jakamista erillisiksi epätyhjiksi osajoukoiksi.
Määritelmä 1.36 (Ositus). Olkoon X joukko, D  P(X) ja Di; Dj 2 D: Kokoelma D
on X:n ositus, jos
1. ; 62 D;
2. [D = X ja
3. Di \Dj = ;; kun i 6= j:
Relaatio puolestaan tarkoittaa kokoelmaa järjestettyjä pareja; kaikille joukon X  X
alkioille (x; y); missä x; y 2 X on määritelty kuuluvatko ne e.m. kokoelmaan vai eivät.
Merkitään tiettyjen järjestettyjen parien kokoelmaa kirjaimella R: Nyt jos pari (x; y) kuu-
luu joukkoon R; sanotaan että x on relaatiossa y:n kanssa, ja vaihtoehtona merkinnälle
(x; y) 2 R voidaan käyttää merkitään xRy: Usein R:n paikalla käytetään jotain symbolia,
kuten = tai  :
Eräs mahdollinen joukon X relaatio on n.k. ekvivalenssirelaatio. Relaatio R on ekviva-
lenssirelaatio, jos seuraavat ehdot ovat voimassa kaikilla x; y; z 2 X :
1. xRx;
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XKuva 1.7: Eräs joukon X ositus.
2. xRy ) yRx ja
3. xRyRz ) xRz:
Esimerkki 1.37. Yhtäsuuruus reaalilukujen joukossa on selvästi ekvivalenssirelaatio.
Ekvivalenssiluokka. Olkoon R eräs ekvivalenssirelaatio joukossa X: Jos x 2 X, niin x:n
määräämäksi ekvivalenssiluokaksi p (x) kutsutaan joukkoa
p (x) = fy 2 X j xRyg:
Ositus ja ekvivalenssirelaatio liittyvät toisiinsa tavalla, jota seuraavat esimerkit havain-
nollistavat.
Esimerkki 1.38. Olkoon R ekvivalenssirelaatio kokonaislukujen joukossa Z siten että
nRm , n  m = 2k; missä k 2 Z: Erotus n  m toteuttaa ehdon, mikäli sekä n että m
ovat parillisia tai sekä n että m ovat parittomia. Muodostuu siis kaksi ekvivalenssiluokkaa,
jotka selvästi ovat myös joukon Z ositus (Kuva 1.8).
-2
0
2
4
-4 -1
1
3
-3
Kuva 1.8: Ekvivalenssirelaation ja osituksen yhteys.
Toisaalta vastaavasti kuin esimerkissä 1.38 ositus määrää ekvivalenssirelaation, koska
osituksen joukot muodostavat ekvivalenssiluokat:
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Esimerkki 1.39. Olkoon D = fA;Bg joukon Z ositus siten että
A = fx 2 Z j x = 2kg; B = fx 2 Z j x = 2k + 1g; kun k 2 Z:
Osituksen joukot määräävät relaation R siten että xRy , m  n = 2k; missä k 2 Z; joka
on selvästi ekvivalenssirelaatio.
Esimerkkien valossa tuntuu uskottavalta, että otetaanpa joukon X ekvivalenssirelaa-
tioiden joukosta mikä tahansa ekvivalenssirelaatio R; se määrää X:n erään osituksen D
siten että osituksen joukkoja ovat täsmälleen ekvivalenssiluokat p (x):
Vastaavasti otetaanpa joukon X ositusten joukosta mikä tahansa ositus D; määrää se
X:n erään ekvivalenssirelaation R siten että täsmälleen ne X:n alkiot ovat ekvivalentteja,
jotka kuuluvat samaan osituksen joukkoon D 2 D:
Vaikuttaa siis uskottavalta, että on yhdentekevää onko joukolle X annettu ositus D
vai ekvivalenssirelaatio R, koska toinen määrää yksikäsitteisesti toisen.
Ekvivalenssirelaation R määräämälle ositukselle D käytetään merkintää X=R; ja sitä
sanotaan X:n tekijäjoukoksi R:n suhteen. Joukko X=R on siis joukko (ja myös X:n eräs
ositus), jonka jäseninä ovat X:n ekvivalenssiluokat p (x) relaatiossa R:
Edellä merkittiin x:n määräämää ekvivalenssiluokkaa p(x):llä. Voidaan ajatella, että p
on kuvaus p : X ! X=R; joka kuvaa alkion x 2 X siksi ekvivalenssiluokaksi p(x) johon se
itse kuuluu. Kuvausta p kutsutaan ekvivalenssirelaatioon liittyväksi projektioksi, joka on
aina surjektio.
Tekijätopologia. Olkoon (X; T ) topologinen avaruus ja olkoon R jokin joukon X ekvi-
valenssirelaatio. X=R on relaation R määräämä tekijäjoukko kuten edellä. Nyt kuvauksen
p : X ! X=R tekijäjoukolle koindusoimaa topologiaa kutsutaan tekijätopologiaksi. Ku-
vaus p siis koindusoi X=R:lle sellaisen topologian että tekijäjoukon X=R osajoukko V 2 on
avoin X=R:ssä jos ja vain jos p 1(V) on avoin X:ssä.
Joukkoa X=R varustettuna tekijätopologialla sanotaan X:n tekijäavaruudeksi R:n suh-
teen.
Kuten tämän kappaleen alussa todettiin, tekijätopologian avulla voidaan muodostaa
uusia topologisia avaruuksia vanhoista: Määritellään aluksi joukossa X jokin ekvivalens-
sirelaatio R, joka edellä kuvatulla tavalla määrää X:n osituksen ja edelleen tekijäjoukon
X=R: Nyt kuvaus p : X ! X=R koindusoi tekijätopologian X=R:lle eli on saatu uusi
topologinen avaruus. Joskus topologinen avaruus X=R voidaan osoittaa homeomorﬁseksi
jonkin tunnetun avaruuden Y kanssa (k.s. esim. Kuva 1.6).
Esimerkki 1.40. 1. Tarkastellaan tason suorakaidetta
X = f(x; y) 2 R2 j x 2 [ 10; 10] ; y 2]  1; 1[g:
Määritellään joukossaX ekvivalenssirelaatio siten että (x; y)R (x0 ; y0), x = 10 ; x0 =
 10 ja y = y0 ; ja kaikille muille (x; y); (x0 ; y0) 2 XX määritellään (x; y)R (x0 ; y0),
x = x
0 ja y = y0 : Ekvivalenssiluokat ovat siis yksiöitä f(x; y)g tai kaksioita f( 10; y); (10; y)g:
2Osajoukkoa V merkitään kirjoituskirjaimella, koska V koostuu tekijäjoukon jäsenistä, jotka itsekin
ovat joukkoja eli V on kokoelma.
19
Projektio p : X ! X=R kuvaa pisteen (10 ; y) joukoksi f( 10; y); (10; y)g: Luon-
nollisesti p kuvaa muut pisteet (x; y) 2 X  X yksiöksi f(x; y)g 2 X=R. Lisäksi p
koindusoi topologian tekijäjoukkoon X=R; joten X=R varustettuna tekijätopologial-
la on topologinen avaruus.
-10 10
-1
1
(-10,y) (10,y)
Kuva 1.9: Suorakaiteen vastakkaisten sivujen ”liimaaminen”.
2. Projektiivinen avaruus. Olkoon Sn(0; 1) avaruuden Rn+1 pallo, ts. S0(0; 1) on kaksio
f 1; 1g reaalisuoralla, S1(0; 1) on origokeskinen yksikköympyrä tasossa ja S2(0; 1)
on origokeskinen yksisäteinen pallopinta R3:ssa.
Määritellään ekvivalenssirelaatio siten että (x1; :::; xn+1)R(x
0
1; :::; x
0
n+1), x =  x
0
:
Ekvivalenssiluokkia ovat siis kaksiot fx; xg ja projektio p : Sn ! Sn=R on kuvaus
p(x) = fx; xg: Projektio p koindusoi joukkoon Sn=R tekijätopologian, joten Sn=R
on topologinen avaruus, jota kutsutaan projektiiviseksi avaruudeksi ja merkitään
symbolilla Pn.
Projektiivisesta avaruudesta P 1 saa hyvän käsityksen, kun kuvittelee ympyrän kehää,
jonka vastakkaiset pisteet on samastettu. Itseasiassa P 1 on homeomorﬁnen pallon
S1 kanssa; tästä voi vakuuttua kuvittelemalla esimerkiksi kumilenkkiä, jota aletaan
väännellä siten, että vastakkaiset, samastetut pisteet asettuvat päällekkäin (ks. Kuva
1.10).
Kuva 1.10: Projektiivinen avaruus P 1 on homeomorﬁnen pallon S1 kanssa. Kuvitellaan
vaikkapa kumilenkkiä: Painetaan aluksi x-akselilla sijaitsevat samastetut pisteet yhteen.
Kierretään sitten x-akselin yläpuolista ympyrää puolikierrosta y-akselin suhteen. Kiepau-
tetaan lopuksi ylempi ympyrä x-akselin ympäri siten että ylemmän ja alemman ympyrän
samastetut pisteet asettuvat kohdakkain. Saatiin pallo S1:
On hieman vaikeampaa visualisoida avaruutta P 2: Voidaan kuitenkin ajatella, että
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pallon jokaisen pisteen pieni ympäristö on samastettu pallon vastakkaisen puolen
pienen ympäristön kanssa (k.s. Kuva 1.11). Toinen vaihtoehto on kuvitella tason
kiekkoa B, jonka vastakkaiset reunapisteet on samastettu.
~
~
Kuva 1.11: Pallo S2 ja kiekko, joissa vastakkaiset pisteet on samastettu.
1.0.7 Samastuskuvaus ja kuvauksen kanoninen hajotelma
Tässä kappaleessa käsitellään samastuskuvauksia ja kuvauksen kanonista hajotelmaa, kos-
ka usein jos halutaan osoittaa tekijäavaruus X=R homeomorﬁseksi jonkin toisen avaruuden
Y kanssa (k.s. Kuva 1.6) on helpointa osoittaa, että kuvaus f : X ! Y on samastuskuvaus.
Tämän jälkeen Lauseen 1.46 nojalla pätee, että kuvaus f : X=R! Y on homeomorﬁsmi,
joten X=R t Y:
Määritelmä 1.41 (Samastuskuvaus). Olkoon (X; T ) ja (Y; T 0) topologisia avaruuksia.
Kuvaus f on samastuskuvaus, jos
1. f on surjektio ja
2. f koindusoi joukkoon Y sen alkuperäisen topologian eli
V on avoin joukossa Y , f V on avoin joukossa X:
Joukossa Y on siis määritelty jokin topologia T 0 : Jotta kuvaus f olisi samastuskuvaus,
täytyy sen koindusoida Y :hyn sama topologia kuin siellä jo on, t.s. jos V on avoin joukossa
Y eli V 2 T 0 , on f samastuskuvaus jos ja vain jos f on surjektio ja V :n alkukuva f V
on avoin X:ssä. Nimittäin koindusoidussa topologiassa T 00 avoimiksi joukoiksi valittiin
täsmälleen ne joukot U  Y; joiden alkukuvat f U  X ovat avoimia. Nyt jos pätee
T 00 = T 0 ; kuvaus f on samastuskuvaus.
Lause 1.42. 1. Samastuskuvaus on jatkuva.
2. Injektio f : X ! Y on samastuskuvaus, jos ja vain jos se on homeomorﬁsmi.
3. Jos X !f Y !g Z ovat samastuskuvauksia, niin samoin on g  f : X ! Z:
Todistus. 1. Samastuskuvaus on jatkuva, koska avoimia joukkoja Y :ssä ovat täsmälleen
ne joukot V  Y; joiden alkukuvat f V  X ovat avoimia.
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2. 00 (00 Olkoon f : X ! Y homeomorﬁsmi. Selvästi injektio f on samastuskuvaus.
00 )00 Olkoon injektio f : X ! Y samastuskuvaus. Osoitetaan, että f on homeomor-
ﬁsmi. Kuvaus f on selvästi bijektio ja kohdan 1 nojalla jatkuva.
Olkoon V  X avoin joukossa X: Nyt kuvajoukko fV  Y on avoin Y :ssä, koska
joukon Y avoimiksi osajoukoiksi on valittu täsmälleen ne joukot, joiden alkukuvat
ovat avoimia X:ssä: f 
 
fV

= V: Lauseen 1.18 nojalla f on homeomorﬁsmi.
3. Kahden surjektion yhdistetty kuvaus on surjektio.
00 )00 Olkoon V  Z avoin. Osoitetaan, että (g  f) V on avoin X:ssä. Koska g on
samastuskuvaus, g V on avoin Y :ssä. Koska f on samastuskuvaus, f (g V ) on
avoin X:ssä. Pätee f (g V ) = (g  f) V; eli (g  f) V on avoin X:ssä.
00 (00 Olkoon (g  f) V avoin joukossa X: Osoitetaan, että V  Z avoin. Pätee
(g  f) V = f (g V ) on avoin X:ssä. Koska f on samastuskuvaus, g V  Y on
avoin Y :ssä. Edelleen koska g on samastuskuvaus, V on avoin Z:ssa.
Lause 1.43. Olkoon f : X ! Y jatkuva surjektio. Jos f on avoin tai suljettu kuvaus, niin
f on samastuskuvaus.
Todistus. Olkoon (X; T ) ja (Y; T 0) topologisia avaruuksia, olkoon f : X ! Y; ja olkoon
V  Y siten että f V 2 T : Osoitetaan, että V on avoin Y :ssä eli V 2 T 0 (tällöin
kuvauksen f joukkoon Y indusoimalle topologialle pätee T 00 = T 0).
Jos kuvaus f on avoin, pätee f(f V ) on avoin Y :ssä. Koska kuvaus f on surjektio,
f(f V ) = V; ja saadaan V  Y on avoin Y :ssä.
Osoitetaan sitten suljetun kuvauksen tapaus. Koska alkukuva ja komplementti ovat
vaihdannaisia, pätee f ({V ) = {(f V ); ja koska oletuksen nojalla f V on avoin X:ssä,
on {(f V ) suljettuX:ssä. Jos kuvaus f on suljettu, seuraa siitä että f({(f V )) on suljettu
Y :ssä. Kuvauksen f surjektiivisuudesta seuraa vaihdannaisuus f({(f V )) = {(f(f V )) =
{V; joka on siis suljettu Y :ssä, jolloin V on avoin Y :ssä.
Lause 1.44. Olkoon X kompakti, Y Hausdorﬀ ja f : X ! Y jatkuva surjektio. Tällöin f
on samastuskuvaus.
Todistus. Seuraa Lauseista 1.33 ja 1.43.
Kuvauksen kanoninen hajotelma. Jokainen kuvaus f : X ! Y voidaan esittää yhdis-
tettynä kuvauksena surjektiosta ja injektiosta seuraavalla tavalla:
Olkoon X ja Y mielivaltaisia joukkoja ja olkoon f : X ! Y: Määritellään joukossa X
ekvivalenssirelaatio siten että aRfb , f(a) = f(b); eli pisteet a ja b ovat relaatiossa jos
ja vain jos ne kuvautuvat samaksi pisteeksi. Nyt x:n kanssa samaan ekvivalenssiluokkaan
p(x) kuuluvat ne y 2 X; joilla f(y) = f(x) eli p(x) = f ff(x)g: Tekijäjoukon X=Rf
alkioina ovat siis fX:n pisteiden alkukuva(jouko)t. Projektio p on aina surjektio.
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Olkoon nyt f : X=Rf ! Y siten että f(p(x)) = f(x): Kuvaus f on hyvin määritelty,
koska x; y 2 p(x) , f(x) = f(y) eli p(x) 7! f(x) = f(y): Kuvaus f on selvästi injektio.
Yhdistettyä kuvausta f = f  p kutsutaan f :n kanoniseksi hajotelmaksi.
X Y
X/R
f
f
p
f*
Kuva 1.12: Kaavio kuvauksen f kanonisesta hajotelmasta.
Esimerkki 1.45. Olkoon f : R ! R siten että f(x) = x2: Nyt pisteet x 2 R ja  x 2 R
kuvautuvat samaksi pisteeksi f(x) = f( x): Näin ollen ekvivalenssiluokat ovat kaksioita
fx; xg 2 X=Rf eli p(x) = fx; xg; paitsi p(0) = f0g: Kuvaus f puolestaan kuvaa
ekvivalenssiluokat joukkoon Y , eli f(p(x)) = f(x) = x2 = f( x) = f(p( x)):
Lause 1.46. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja f : X ! Y jatkuva. Tällöin f :n
kanonisessa hajotelmassa f = f  p
1. f : X=Rf ! Y on jatkuva,
2. f on homeomorﬁsmi, jos ja vain jos f on samastuskuvaus.
Todistus. 1. k.s. [6] s. 63 – 65.
2. Olkoon f homeomorﬁsmi. Osoitetaan, että f on samastuskuvaus. Koska f on ho-
meomorﬁsmi, Lauseen 1.18 nojalla f kuvaa avoimet joukot avoimiksi joukoiksi eli
f on Lauseen 1.43 nojalla samastuskuvaus. Tekijäavaruudessa X=Rf on kuvauksen
p koindusoima topologia, ja koska p on surjektio, p on samastuskuvaus. Nyt f on
yhdistetty kuvaus kahdesta samastuskuvauksesta ja siten Lauseen 1.42 (3) nojalla
samastuskuvaus.
Olkoon f samastuskuvaus. Osoitetaan, että f on homeomorﬁsmi. Kuvaus f on
injektio. Koska kuvaus f on surjektio ja koska samaan ekvivalenssiluokkaan kuuluvat
ainoastaan ne pisteet x; y 2 X; joilla f(x) = f(y), on myös kuvaus f surjektio.
Kuvaus f on siis bijektio. Kohdan (1) nojalla f on jatkuva, joten riittää osoittaa
että käänteiskuvaus on jatkuva tai yhtäpitävästi, että f on avoin (Lause 1.18):
Olkoon U  X=Rf avoin tekijäavaruudessa. Halutaan osoittaa, että fU on avoin
Y :ssä. Jos pystytään osoittamaan, että alkukuva f (fU) on avoin X:ssä, niin siitä
että f on samastuskuvaus seuraa, että fU on avoin. Voidaan kirjoittaa
f (fU) = (f  p) (fU) = p (f fU) = p U:
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Koska U  X=Rf on avoin kuvauksen p tekijäjoukkoon indusoimassa topologiassa,
jossa avoimia joukkoja ovat täsmälleen ne joukot, joiden alkukuvat ovat avoimia,
täytyy alkukuvan p U olla avoin X:ssä. Siispä p U = f (fU) on avoin X:ssä, ja
siten fU on avoin Y :ssä, eli f on homeomorﬁsmi.
Esimerkki 1.47. 1. Olkoon I yksikköväli [ 0; 1 ] ja f : I ! S1 kuvaus
f(x) = (cos(2x); sin(2x)):
Määritellään ekvivalenssiluokat yksiöiksi fxg; kun x 2 ] 0; 1 [ ja kaksioksi f 0; 1g.
Suljettu väli [ 0; 1 ] on kompakti, ja kuvaus f on jatkuva, sillä koordinaattifunktiot
fx(x) = cos(2x) ja fy(x) = sin(2x) ovat jatkuvia. Lisäksi f on surjektio, koska pä-
tee fI = S1: Kompaktin avaruuden jatkuvana surjektiona f on Lauseen 1.44 nojalla
samastuskuvaus. Näin ollen ympyrä S1 on homeomorﬁnen tekijäavaruuden I=Rf
kanssa, eli ympyrä on topologisesti ekvivalentti janan kanssa, jonka päätepisteet on
samastettu.
2. Torus. Osoitetaan, että toruspinta eli ”munkkirinkiläpinta” voidaan määritellä ai-
nakin kahdella yhtäpitävällä tavalla (k.s. Kuva 2): Olkoon I2 tasoneliö, ja f : I2 !
S1S1 kuvaus f(x; y) = (cos(2x); sin(2x); cos(2y); sin(2y)):Määritellään ekvi-
valenssiluokat yksiöiksi f(x; y)g : (x; y) 2 ] 0; 1 [ ] 0; 1 [; kaksioiksi f(0; y); (1; y)g ja
f(x; 0); (x; 1)g : x; y 2 ] 0; 1 [ ja neljän pisteen joukoksi f(0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g:
Kuten edellisessä kohdassa f on kompaktin avaruuden jatkuvana surjektiona samas-
tuskuvaus, joten saadaan I2=Rf  S1  S1:
~~ (0,y) (1,y)
(x,1)
(x,0)
Kuva 1.13: Torus
3. Projektiivinen taso. Olkoon I2 edelleen tasoneliö. Samastetaan nyt piste (0; y) pis-
teen (1; 1  y) kanssa ja piste (x; 0) pisteen (1  x; 1) kanssa kuten Kuvassa 3. Ekvi-
valenssiluokkina ovat siis kaksiot f(0; y); (1; 1  y)g ja f(x; 0); (1  x; 1)g; sekä yksiöt
f(x; y)g : (x; y) 2 ] 0; 1 [ ] 0; 1 [: Kutsutaan näin määriteltyä tekijäavaruutta projek-
tiiviseksi tasoksi.
Voidaan osoittaa, että projektiivinen taso on homeomorﬁnen esimerkin 1.40 avaruu-
den P 2 kanssa.
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(0,y)
(1,1-y)
(x,0)
(1-x,1)
Kuva 1.14: Projektiivinen taso
1.1 Topologinen monisto
Kun on tutkittu käyrien ja pintojen teoriaa, on havaittu hyödylliseksi määritellä käyrää tai
pintaa yleisempi käsite, nk. topologinen monisto. Mikäli topologinen avaruus on monisto,
sillä on tiettyjä mukavia Rn:n ominaisuuksia, vaikka avaruuden globaali topologia voi olla
huomattavasti monimutkaisempi. Monistolta vaaditaan, että kun tarkastellaan ”riittävän
pientä” moniston osaa, se ”näyttää” Rn:ltä. Lisäksi vaaditaan, että avaruuden täytyy olla
Hausdorﬀ ja sillä täytyy olla numeroituva kanta. Voidaan ajatella, että Hausdorﬃn avaruus
takaa sen että avaruudessa on ”riittävästi” avoimia joukkoja, jolloin pisteiden ympäristöt
käyttäytyvät samoin kuin metrisissä avaruuksissa. Numeroituva kanta puolestaan takaa
sen, että avoimia joukkoja ei ole ”liikaa”. [1].
Määritelmä 1.48. Topologinen avaruus X on n-monisto, jos
1. X on Hausdorﬀ,
2. X on N2 ja
3. jokaisella a 2 X on ympäristö, joka on homeomorﬁnen Rn:n avoimen kuulan (tai
yhtäpitävästi Rn:n kanssa) kanssa.
Määritelmä 1.49. 2-monistoa kutsutaan pinnaksi.
Esimerkki 1.50. 1. Rn on Hausdorﬀ. Numeroituvaksi kannaksi voidaan valita esi-
merkiksi kokoelma avoimia kuulia siten että B = [fB((x1; :::; xn); r)g; missä r ja
xi ovat rationaalilukuja. Kun vielä valitaan jokaiselle a 2 Rn ympäristöksi kuula
B(a; r)  Rn; on identtinen kuvaus kysytty homeomorﬁsmi. Näin ollen Rn on mo-
nisto.
2. Osoitetaan, että Rn:n pallo Sn 1 on (n  1)-monisto. Lauseiden 1.23 ja 1.24 nojalla
pallo perii Rn:ltä Hausdorﬃn ominaisuuden ja N2-ominaisuuden. Riittää osoittaa,
että jokaisella pisteellä a 2 Sn 1 on ympäristö, joka on homeomorﬁnen avaruuden
Rn 1 avoimen kuulan B(0; 1) kanssa.
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Olkoon aluksi a 2 Sn 1 siten että a on koordinaattiakselilla, a = en (k.s. Kuva 2).
Nyt eräs a:n ympäristö on ylempi puolipallo U = fx 2 Sn 1 : xn > 0g: Määritellään
(projektio)kuvaus f : U ! B(0; 1) siten että
(x1; x2; :::; xn) 7! (x1; x2; :::; xn 1):
Kuvaus on selvästi jatkuva bijektio.
Kuvauksen f käänteiskuvaus on kuvaus, joka kuvaa pisteen (x1; x2; :::; xn 1) takaisin
ylemmälle puolipallolle. Tällainen kuvaus on g : B(0; 1)! U; missä
(x1; x2; :::; xn 1) 7! (x1; x2; :::xn 1;
q
1  x21   x22   :::  x2n 1):
Suoralla laskulla voidaan vakuuttua siitä, että kuvapiste on todella pallolla:
x21 + x
2
2 + :::+
 q
1  x21   x22   :::  x2n 1
2
= 1:
Käänteiskuvaus on selvästi jatkuva, joten f on homeomorﬁsmi.
Voidaan pitää uskottavana, että pallon kierto on homeomorﬁsmi. Siispä jos a 6= en;
voidaan kiertää palloa siten että g(a) = en: Tällöin yhdistetty kuvaus f g : g 1U !
B(0; 1) on kysytty homeomorﬁsmi.
Kuva 1.15: Pallon S2 jokaisella pisteellä on ympäristö, joka on homeomorﬁnen tason kanssa.
3. Niin ikään torus ja projektiivinen taso ovat pintoja.
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Yhtenäinen summa
Eräs tapa muodostaa uusia pintoja vanhoista on n.k. yhtenäinen summa (engl. connected
sum). Idea on yksinkertainen: ”Leikataan” yhdistettävistä pinnoista pois avoin kuula ja sen
jälkeen ”liimataan” pinnat yhteen kuulan reunaa pitkin. Saatu uusi avaruus on edelleen
pinta.
Täsmällisemmin ilmaistuna: Olkoon M1 ja M2 yhtenäisiä pintoja ja olkoon Bi  Mi
euklidinen kuula. Osajoukot M 0i = MinBi ovat reunallisia pintoja 3, joilla on ympyrän S1
kanssa homeomorﬁnen reuna. Olkoon kuvaus f : @M 01 ! @M
0
2 mikä tahansa homeomor-
ﬁsmi reunalta reunalle (tällainen homeomorﬁsmi löytyy, koska reunat ovat homeomorﬁsia
ympyrän S1 kanssa) ja olkoon q 2 @M 01 eli f(q) 2 @M
0
2: Määritellään ekvivalenssiluokaksi
kaksiot fq; f(q)g; missä q 2 @M 01 ja f(q) 2 @M
0
2; ja kaikilla muilla x 2M
0
i yksiöt fxg: Näin
saatua tekijäavaruutta kutsutaan yhtenäiseksi summaksi pinnoista M1 ja M2, merkitään
M1#M2: Seuraava lause kertoo luonnolliselta tuntuvan tuloksen, että näin muodostettu
tekijäavaruus on itsekin yhtenäinen pinta.
B
1 B2
Kuva 1.16: Yhtenäinen summa yksi- ja kaksireikäisistä toruksista.
Lause 1.51. Jos M1 ja M2 ovat yhtenäisiä pintoja, niin yhtenäinen summa M1#M2 on
myös yhtenäinen pinta.
Todistus. Täsämällinen todistus esimerkiksi [4] s. 11.
3Hausdorﬀ Lauseen 1.23 nojalla, N2 Lauseen 1.24 nojalla ja helposti voidaan todeta, että jokasella
pisteellä on ympäristö, joka on homeomorﬁnen avaruuden R2 avoimen kuulan tai ylemmän puolitason
kanssa (ks. reunallisen moniston määritelmä [1] s. 42).
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Luku 2
Kompaktien pintojen luokittelu
Kuten työn johdantokappaleessa todetaan, geometristen objektien, kuten monistojen, luo-
kittelu ei ole aivan helppoa, ja itseasissa se on koko topologian lähtökohta. On pystyt-
ty osoittamaan, että joitain objekteja, esimerkiksi yli 3-ulotteisia topologisia monistoja,
ei edes pystytä täydellisesti luokittelemaan 1. Sen sijaan yhtenäiset 1-monistot voidaan
luokitella täydellisesti – 1-monisto on homeomorﬁnen joko ympyrän S1 tai reaalisuoran
R kanssa. Niin ikään yhtenäisten ja kompaktien 2-monistojen luokittelu on mahdollista.
Tämän osoittivat ensimmäisinä Max Dehn ja Poul Heegaard vuonna 1907 (Lause 2.37).
Tosin he joutuivat olettamaan, että jokainen pinta on kolmioituva, mikä todellisuudessa
osoitettiin vasta vuonna 1925 Tibor Radón toimesta.
Lause 2.1 (Kompaktien pintojen luokittelu). Jokaiselle epätyhjälle, yhtenäiselle, kompak-
tille pinnalle pätee yksi seuraavista:
1. Pinta on homeomorﬁnen pallon S2 kanssa.
2. Pinta on homeomorﬁnen toruspinnan kanssa tai pinnan kanssa, joka on yhtenäinen
summa toruksista.
3. Pinta on homeomorﬁnen projektiivisen tason kanssa tai pinnan kanssa, joka on yh-
tenäinen summa projektiivisista tasoista.
Edellinen lause on tämän työn päätulos, jonka todistamiseen Luku 2 keskittyy. Esi-
tys noudattelee pitkälti Leen tekstiä [1]; yksityiskohtia on kuitenkin karsittu sekä kuvia ja
esimerkkejä pyritty lisäämään. Todistus etenee siten että osoitetaan ensin, että annetusta
mielivaltaisesta kompaktista pinnasta saadaan riittävän monen nk. perusoperaation jäl-
keen pallo, yhtenäinen summa toruksista tai yhtenäinen summa projektiivisista tasoista.
Perusoperaatiot ovat kuvauksia, jotka säilyttävät kaikki topologiset ominaisuudet, joten
saatu uusi pinta on homeomorﬁnen alkuperäisen pinnan kanssa.
1Todistuksen esitti A. A. Markov 1958.
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Ennen varsinaista todistusta täytyy kuitenkin ottaa käyttöön jokin yhtenäinen tapa il-
maista erilaisia pintoja. Tätä varten määritellään pinnoille monikulmioesitys (engl. polygo-
nal presentation). Lisäksi täytyy osoittaa, että jokainen pinta voidaan esittää monikulmio-
na, johon tarvitaan kolmiointia (engl. triangulation). Pintojen kolmiointiteoreema sanoo,
että jokainen 2-monisto on kolmioituva, josta seuraa että jokainen yhtenäinen kompakti
pinta voidaan esittää monikulmiona, nimittäin ainakin n.k. simpleksisenä kompleksina, eli
tietynlaisena yhdisteenä pisteistä, janoista ja kolmioista.
2.1 Simpleksiset kompleksit
Määritelmä 2.2 (Simpleksi). Olkoon v0; :::; vk vektoreita Rn:ssä, n  k, siten että vekto-
rit (v1 v0; ::: ; vk v0) ovat lineaarisesti riippumattomia. Vektoreiden v0; :::; vk virittämäksi
simpleksiksi (engl. simplex ) kutsutaan niitä Rn:n pisteitä, jotka ovat muotoa
kX
i=0
tivi; missä 0  ti  1 ja
kX
i=0
ti = 1:
Joukko
Pk
i=0 tivi : 0  ti  1;
Pk
i=0 ti = 1
	
perii avaruudelta Rn relatiivitopologian.
Huomautus 2.3. Tarkastellaan R3:n lineaarisesti riippumattomia vektoreita v1   v0 ja
v2   v0: Tämä tarkoittaa sitä, että pisteet v0; v1 ja v2 eivät ole samalla suoralla, ja si-
ten ne määräävät tason (k.s. Kuva 2.1). Tämä taso on R3:n aﬃini aliavaruus eli muotoa
v +W; missä v 2 R3 on jokin siirtovektori ja W on R3:n lineaarinen aliavaruus eli tässä
tapauksessa origon kautta kulkeva taso. Kuvasta 2.1 nähdään, että siirtovektori v ei ole
yksikäsitteinen; itseasiassa pätee, että jos erotusvektori vi   vj kuuluu lineaariseen aliava-
ruuteen W; niin sekä vi että vj ovat siirtovektoreita.
Esimerkki 2.4. Olkoon vektorit (v1 v0 ; v2 v0) lineaarisesti riippumattomia. Tarkastel-
laan pisteitä, jotka toteuttavat ehdon
P2
i=0 tivi; missä 0  ti  1 ja
P2
i=0 ti = 1: Selvästi
ainakin piste 1v0 + 0v1 + 0v2 = v0 toteuttaa ehdon, samoin piste 0v0 + 0v1 + 1v2 = v2:
Lisäksi kun t1 = 0 ja t0 ja t2 käyvät läpi kaikki ne arvot, joilla summa t0 + t2 on yksi,
saadaan jana fv0; v2g: Vastaavasti muodostuvat janat fv0; v1g ja fv1; v2g (Kuva 2.2). Näin
muodostuu kolmio, jonka sisäpisteet niin ikään toteuttavat edellisen ehdon.
Kutsutaan pisteitä vi simpleksin kärkipisteiksi, ja kutsutaan k-simpleksiksi k + 1:n
vektorin virittämää simpleksiä. Merkitään vektoreiden fv0; :::; vkg virittämää simpleksiä
hv0; :::; vki: 0-simpleksi on siis piste, 1-simpleksi on jana, 2-simpleksi on kolmio ja 3-
simpleksi tetraedri (k.s. Kuva 2.3).
Määritelmä 2.5 (Konveksi joukko). Olkoon A  Rn: Kutsutaan joukkoa A konveksiksi
joukoksi, mikäli
rx+ (1  r)y 2 A
kaikilla x; y 2 A ja r 2 [ 0; 1 ]:
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v0
v1
v2
v -v1 0
v -v2 0
Kuva 2.1: Vektoreiden (v1   v0 ; v2   v0) virittämä taso.
v0
v1
v2
Kuva 2.2: Simpleksi
Kuva 2.3: Vasemmalta: 0-simpleksi, 1-simpleksi, 2-simpleksi ja 3-simpleksi
Määritelmän geometrinen tulkinta on se, että joukko A on konveksi, jos ja vain jos
minkä tahansa kahden A:n pisteen välinen jana sisältyy joukkoon A: Nähdään nimittäin,
että rx + (1   r)y = y + r(x   y): Jos r kävisi läpi kaikki reaaliluvut, muodostuisi suora
kuten Kuvassa 2.4. Nyt r käy kuitenkin läpi vain välin [ 0; 1 ]; joten muodostuu jana [x; y ].
Määritelmä 2.6 (Konveksi verho). Olkoon A  Rn: Joukon A konveksiksi verhoksi (engl.
convex hull) kutsutaan pienintä konveksia joukkoa, joka sisältää A:n (tai yhtäpitävästi
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..
.
0
x
y
x - y
Kuva 2.4: Suora y + r(x  y):
kaikkien niiden konveksien joukkojen leikkausta, jotka sisältävät A:n).
Lause 2.7. Simpleksi on kärkipisteidensä konveksi verho.
Todistus. Osoitetaan aluksi, että simpleksi on konveksi joukko. Koska pienin konveksi jouk-
ko, joka sisältää simpleksi kärkipisteet, sisältyy mihin tahansa konveksiin joukkoon, joka
sisältää simpleksin kärkipisteet, saadaan inkluusio toiseen suuntaan. Sen jälkeen osoite-
taan, että simpleksi sisältyy pienimpään konveksiin joukkoon, joka sisältää simpleksin kär-
kipisteet, ja saadaan vuorostaan inkluusio toiseen suuntaan.
Olkoon  vektoreiden (v0; :::; vk) virittämä simpleksi ja x; y 2 : Osoitetaan, että jana
rx + (1   r)y; missä r 2 [ 0; 1 ]; sisältyy simpleksiin ; eli osoitetaan, että mielivaltainen
piste x janalla sisältyy simpleksiin. Jana on muotoa
r(t0v0 + :::+ tkvk) + (1  r)(t00v0 + :::+ t
0
kvk);
missä kaikilla ti; t
0
i
0  ti  1 ja 0  t0i  1 sekä
kX
i=0
ti = 1 ja
kX
i=0
t
0
i = 1:
Olkoon x = r (t0v0 + :::+ tkvk) + (1  r)(t00v0 + :::+ t
0
kvk); jollain kiinteällä r 2 [0; 1]:
Avaamalla sulkeet ja järjestelemällä termejä uudelleen saadaan:
(rt0 + t
0
0   rt
0
0)v0 + :::+ (rtk + t
0
k   rt
0
k)vk;
missä kertoimille pätee
0  rti + (1  r)t0i  1 kaikilla i 2 f0; :::; kg;
sillä rti + (1  r)t0i on jokin piste pisteiden ti ja t
0
i välisellä janalla, ja
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(rt0 + t
0
0   rt
0
0) + :::+ (rtk + t
0
k   rt
0
k)
= r(t0 + :::+ tk) + (t0 + :::+ tk)  r(t00 + :::+ t
0
k)
= r + 1  r = 1:
Siis piste x sisältyy simpleksiin, ja olemme osoittaneet, että simpleksi on konveksi.
Olkoon sitten X pienin mahdollinen konveksi joukko, joka sisältää simpleksin kärkipis-
teet v0; :::; vk: Koska X on konveksi, sisältää se kärkipisteiden väliset janat ja myös kaikki
kahden kärkipisteen kombinaatiot; tvi + (1  t)vj ; missä i; j 2 f0; :::; kg ja t 2 [0; 1] ja ker-
toimien summalle pätee t+(1 t) = 1: Seuraavaksi halutaan osoittaa, että myös useamman
kärkipisteen kombinaatiot sisältyvät konveksiin joukkoon:
Induktio-oletus:
x = s0 v0 + :::+ sk 1 vk 1 2 X; missä 0  s0; :::; sk 1  1 ja s0 + :::+ sk 1 = 1:
Induktioväite:
y = t0 v0 + :::+ tk vk 2 X; missä 0  t0; :::; tk  1 ja t0 + :::+ tk = 1:
Todistus: Koska X on konveksi, sisältää se pisteiden vk 2 X ja x 2 X välisen janan
rvk+(1  r)x; missä r käy läpi välin [0; 1]: Piste tkvk+(1  tk)x; missä tk 2 [0; 1]; sijaitsee
em. janalla, joten jos y voidaan esittää muodossa tkvk + (1   tk)x sisältyy y konveksiin
joukkoon X:
Pisteen x kertoimia si; missä i 2 f0; :::; k   1g; ovat mitkä tahansa reaaliluvut, joille
0  s0; :::; sk 1  1 ja s0 + :::+ sk 1 = 1: Kokeillaan, kelpaavatko kertoimiksi
si =
ti
1  tk ; missä 0  t0; :::; tk  1 ja t0 + :::+ tk = 1 :
ti
1  tk  0; sillä ti  0 ja tk < 1:
Voidaan olettaa, että tk 6= 1; nimittäin jos tk = 1; täytyy muille kertoimille päteä ti = 0;
jotta summa
Pk
i=0 = 1: Tällöin y = vk ja kuuluu simpleksin kärkipisteenä konveksiin
joukkoon X:
Lisäksi
ti
1  tk  1
, ti  1  tk
, ti + tk  1; mikä pitää paikkansa oletuksen nojalla
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ja
t0
1  tk +
t1
1  tk + :::+
tk 1
1  tk
=
t0 + :::+ tk 1
1  tk
= 1; sillä t0 + :::+ tk 1 = 1  tk:
Näin ollen x voidaan kirjoittaa muodossa
t0
1  tk v0 + :::+
tk 1
1  tk vk 1; jolloin
y = tkvk + t0v0 + :::+ tk 1vk 1
= tkvk + (1  tk)

t0
1  tk v0 + :::+
tk 1
1  tk vk 1

= tkvk + (1  tk)x 2 X:
Määritelmä 2.8 (Tahko). Olkoon  simpleksi. Kutsutaan :n tahkoksi jokaista simplek-
siä, jonka virittää :n kärkipisteiden epätyhjä osajoukko. Lisäksi kutsutaan jokaista tah-
koa, joka ei ole  itse, aidoksi tahkoksi ja kutsutaan :n 1-dimensioisia tahkoja särmiksi
2.
Esimerkki 2.9. 0-simpleksillä on yksi tahko, nimittäin kärkipiste. 1-simpleksillä on kolme
tahkoa: kaksi kärkipistettä ja yksi särmä. 2-simpleksillä on seitsemän tahkoa: kolme kär-
kipistettä, kolme särmää ja yksi 2-dimensioinen tahko. 3-simpleksillä on 15 tahkoa: neljä
kärkipistettä, kuusi särmää ja neljä 2-dimensioista tahkoa sekä yksi 3-dimensioinen tahko,
jota joskus kutsutaan soluksi.
Määritelmä 2.10 (Euklidinen simpleksinen kompleksi). OlkoonK kokoelma Rn:n simplek-
sejä. K on euklidinen simpleksinen kompleksi, jos se toteuttaa seuraavat kolme ehtoa:
1. Jos simpleksi  2 K; niin silloin myös jokainen :n tahko sisältyy kokoelmaan K:
2. Minkä tahansa kahden kokoelmaan K kuuluvan simpleksin leikkaus on joko tyhjä
joukko tai kummankin tahko.
3. Jokaisella K:n simpleksin pisteellä on ympäristö, joka leikkaa korkeintaan äärellisen
monen K:n simpleksin kanssa. (Lokaali äärellisyys.)
20-dimensioiset tahkot on jo nimetty kärkipisteiksi.
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K:n dimensio on maksimi K:n simpleksien dimensioista.
Kun katsoo visuaalisia havainnollistuksia simpleksisistä komplekseista, saattaa kum-
mastella määritelmän ensimmäistä ehtoa: tuntuu ilmeiseltä, että jos joukko  sisältyy jouk-
koon K, niin sisältyvät myös :n osat. Simpleksinen kompleksi on kuitenkin joukko (ko-
koelma), jonka jäseniä ovat simpleksit, mikä on eriasia kuin simpleksien yhdiste; esimerkiksi
joukkoX = f1; 2; 3g ei ole sama kuin potenssijoukko P(X) = f;; f1g; f2g; f3g; f1; 2g; f1; 3g;
f2; 3g; f1; 2; 3gg, mutta [P(X) = f1; 2; 3g: Tässä mielessä kuvat simpleksisistä komplek-
seista ovat hieman hämääviä.
Kuva 2.5: Euklidinen simpleksinen kompleksi, jonka dimensio on kolme.
Kuva 2.6: Oheiset kuviot eivät ole simpleksisiä komplekseja.
Määritelmä 2.11 (Alikompleksi). Olkoon K euklidinen simpleksinen kompleksi. Mikä
tahansa osajoukko K 0  K; joka on itsekin simpleksinen kompleksi, on K:n alikompleksi.
Määritelmä 2.12. OlkoonK euklidinen simpleksinen kompleksi. Varustettuna Rn:ltä pe-
rityllä relatiivitopologiallaK:n simpleksien yhdiste on topologinen avaruus, jota merkitään
jKj.
Määritelmä 2.13 (k-runko). Olkoon k ei-negatiivinen kokonaisluku. Nyt alikompleksia
K(k)  K; joka koostuu kaikista simplekseistä, joiden dimensio on pienempi tai yhtäsuuri
kuin k; kutsutaan K:n k-rungoksi (engl. k-skeleton).
2.1.1 Simpleksiset kuvaukset
Aloitetaan palauttamalla mieleen jatkon kannalta hyödyllinen lineaarialgebran tulos sekä
aﬃinikuvauksen määritelmä.
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Lause 2.14. Olkoon (v1; :::; vn) lineaarisesti riippumattomia vektoreita, jotka muodostavat
vektoriavaruuden V kannan, ja olkoon (v01; :::; v
0
n) vektoriavaruuden V
0 vektoreita. Tällöin
on olemassa täsmälleen yksi lineaarikuvaus L : V ! V 0 siten että
L(v1) = v
0
1; ::: ; L(vn) = v
0
n:
Todistus. Osoitetaan aluksi, että tällaisia kuvauksia on enintään yksi. Olkoon L1; L2 : V !
V
0 kaksi lineaarikuvausta siten että L1(vi) = v
0
i = L2(vi); kaikilla i 2 f1; :::; ng: Olkoon
v 2 V; eli v voidaan esittää kantavektoreiden (v1; :::; vn) lineaarikombinaationa:
v = x1 v1 + :::+ xn vn eräillä x1; :::; xn 2 R:
Näin ollen
L1(v) = L1(x1 v1 + :::+ xn vn)
= x1 L1(v1) + :::+ xn L1(vn)
= x1 L2(v1) + :::+ xn L2(vn)
= L2(x1 v1 + :::+ xn vn)
= L2(v):
Koska L1(v) = L2(v) kaikilla v 2 V; pätee L1 = L2:
Osoitetaan sitten, että tällaisia kuvauksia on ainakin yksi. Olkoon v 2 V; eli v =
x1 v1 + ::: + xn vn eräillä x1; :::; xn 2 R; missä kertoimet x1; :::; xn ovat yksikäsitteiset.
Voidaan siis määritellä kuvaus L : V ! V 0 siten että
L(v) = x1 v
0
1 + :::+ xn v
0
n;
missä v = x1 v1 + ::: + xn vn ja x1; :::; xn 2 R 3. Näin ollen täytyy olla L(vi) = v0i kaikilla
i 2 f1; :::; ng 4.
Osoitetaan vielä, että L on lineaarikuvaus: Olkoon v = x1 v1 + ::: + xn vn ja w =
y1 v1 + :::+ yn vn; missä x1; :::; xn; y1; :::; yn 2 R; ja olkoon c 2 R: Näin ollen pätee
v + w = x1 v1 + :::+ xn vn + y1 v1 + :::+ yn vn
= (x1 + y1) v1 + :::+ (xn + yn) vn
c v = c (x1 v1 + :::+ xn vn)
= c x1 v1 + :::+ c xn vn
3Kertoimien yksikäsitteisyys tarvitaan, koska jos olisi kertoimet x1; :::; xn 2 R ja y1; :::; yn 2 R; joilla
x1 v1 + :::+ xn vn = v = y1 v1 + :::+ yn vn; olisi kuvaus L(v) = x1 v01 + :::+ xn v0n =? y1 v01 + :::+ yn v0n:
4Tämä ei seuraa kuvauksen lineaarisuudesta, koska vielä ei ole osoitettu, että L on lineaarikuvaus. Sen
sijaan pätee vi = 0 v1 + :::+ 1 vi + :::+ 0 vn eli L(vi) = 0 v
0
1 + :::+ 1 v
0
i + :::+ 0 v
0
n = v
0
i :
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Osoitetaan, että L(v + w) = L(v) + L(w) ja L(c v) = cL(v) :
L(v + w) = L((x1 + y1) v1 + :::+ (xn + yn) vn)
= (x1 + y1) v
0
1 + :::+ (xn + yn) v
0
n
= x1 v
0
1 + :::+ xn v
0
n + y1 v
0
1 + :::+ yn v
0
n
= L(v) + L(w):
L(c v) = L(c x1 v1 + :::+ c xn vn)
= c x1 v
0
1 + :::+ c xn v
0
n
= cL(v):
Määritelmä 2.15 (Aﬃinikuvaus). Kuvausta f : Rn ! Rn kutsutaan aﬃinikuvaukseksi,
jos se on muotoa
f(x) = A(x) + b;
missä A 2 Rn  Rn ja b 2 Rn:
Määritelmä 2.16 (Aﬃinikombinaatio). Olkoon x0; :::; xn 2 Rn ja olkoon a0; :::; an 2 R:
Nyt vektoreiden x0; :::; xn aﬃinikombinaatio on
nX
i=0
aixi;
missä
Pn
i=0 ai = 1:
Jatkossa tarvitaan tulosta, jonka nojalla aﬃinikuvaus kommutoi konveksin kombinaa-
tion
Pk
i=0 tivi yli (missä ti ja vi toteuttavat tavalliset ehdot). Konveksi kombinaatio on
selvästi aﬃinikombinaatio, jolle puolestaan pätee
Lause 2.17. Olkoon
Pn
i=0 aixi aﬃinikombinaatio ja olkoon T mikä tahansa aﬃinikuvaus.
Nyt
T
 nX
i=0
aixi

=
nX
i=0
aiT (xi):
Todistus. Sivuutetaan.
Osoitetaan seuraavaksi, että simpleksi hv0; :::; vki voidaan kuvata aﬃinisti vektoria-
varuuteen Rn siten että kärkipisteiden kuvat virittävät kuvajoukon, ts. jos vektori a 2
hv0; :::; vki; niin f(a) voidaan esittää vektoreiden (f(v0); :::f(vk)) lineaarikombinaationa.
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Lause 2.18. Olkoon  = hv0; :::; vki k-simpleksi Rn:ssä ja olkoon w0; :::; wk k+1 vektoria
Rm:ssä. Nyt on olemassa yksikäsitteinen kuvaus f :  ! Rm; joka on aﬃinin kuvauksen
rajoittuma ja kuvaa vektorin vi vektorille wi kaikilla i:
Todistus. Jotta voidaan hyödyntää edellä todistettua Lausetta 2.14, määritellään aluksi
sellainen aﬃinikuvaus, joka siirtää simpleksin yhden kärkipisteen origoon avaruudessa Rn :
Olkoon b1 :  ! Rn; siten että b1(v) = v   v0: (Vastaava aﬃinisiirto voidaan tehdä
tarvittaessa Rm:ssä annetuille vektoreille.)
Simpleksin määritelmän nojalla vektorit (v1   v0; :::; vk   v0) ovat lineaarisesti riippu-
mattomia, eli tässä tapauksessa vektorit (v1; :::; vk) ovat lineaarisesti riippumattomia, sillä
v0 = v0   v0 = 0: Nyt Lauseen 2.14 nojalla on olemassa täsmälleen yksi lineaarikuvaus
L :  ! Rm siten että L(vi) = wi kaikilla i 2 f1; :::; kg:
Näin ollen voidaan määritellä yksikäsitteinen kuvaus f :  ! Rm; joka koostuu siirrosta
b1(x) = x  v0; lineaarikuvauksesta
L(v) = L(t1 v1 + :::+ tn vn) = t1 L(v1) + :::+ tn L(vn);
missä v 2  ja ti toteuttaa simpleksin ehdot, sekä siirrosta b2(y) = y + w0: Määritellään
siis, että f on yhdistetty kuvaus b2  L  b1; joka on aﬃinien kuvausten yhdistettynä
kuvauksena aﬃini.
Osoitetaan vielä, että näin määritelty aﬃinikuvaus todella kuvaa mielivaltaisen pisteen
v 2 ; avaruuden Rm pisteeksi, joka voidaan esittää vektoreiden w0; :::; wk lineaarikombi-
naationa.
b1(v) = b1
  kX
i=0
ti vi

; missä ti toteuttaa tavalliset ehdot
=
kX
i=0
ti b1(vi); Lause 2:17
=
kX
i=0
ti (vi   v0):
L
 kX
i=0
ti (vi   v0)

=
kX
i=0
ti L(vi   v0); L lineaarikuvaus
=
kX
i=0
ti L(vi)  L(v0); L lineaarikuvaus
=
kX
i=0
ti (wi   w0):
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b2
 kX
i=0
ti (wi   w0)

=
kX
i=0
ti b2
 
wi   w0

=
kX
i=0
ti
 
wi   w0 + w0

=
kX
i=0
tiwi:
Määritelmä 2.19 (Simpleksinen kuvaus). OlkoonK ja L simpleksisiä komplekseja. Simplek-
sinen kuvaus on jatkuva kuvaus f : jKj ! jLj; jonka rajoittuma kuhunkin K:n simpleksiin
on aﬃini kuvaus siten, että K:n simpleksi kuvautuu aina jollekin L:n simpleksille.
f
Kuva 2.7: Simpleksinen kuvaus 2-simpleksiltä 0-simpleksille.
Määritelmä 2.20 (Kärkipistekuvaus). Simpleksisen kuvauksen f : jKj ! jLj rajoittumaa
f0 : K
(0) ! L(0) kutsutaan kuvauksen f kärkipistekuvaukseksi.
Määritelmä 2.21 (Simpleksinen isomorﬁsmi). Jos simpleksinen kuvaus on homeomorﬁs-
mi, kutsutaan sitä simpleksiseksi isomorﬁsmiksi.
Seuraava lause osoittaa, että kärkipistekuvaus määrää simpleksisen kuvauksen:
Lause 2.22. Olkoon K ja L simpleksisiä komplekseja. Olkoon g : K(0) ! L(0) mikä ta-
hansa kuvaus, joka toteuttaa seuraavan ehdon: Jos fv0; :::; vkg ovat K:n simpleksin kär-
kipisteet, niin silloin fg(v0); :::; g(vk)g ovat jonkin L:n simpleksin kärkipisteet. Tällöin on
olemassa yksikäsitteinen simpleksinen kuvaus f : jKj ! jLj; jonka kärkipistekuvaus f0 on
g:
Todistus. Olkoon K ja L simpleksisiä komplekseja ja  = hv0; :::; vki 2 K: Olkoon f ku-
vaus f : jKj ! jLj siten että kuvauksen rajoittuma f j kuvaa simpleksin  kärkipisteet
L:n simpleksin kärkipisteiksi kärkipistekuvauksella f0 j, eli ff0(v0); :::; f0(vk)g ovat L:n
simpleksin kärkipisteet. Koska simpleksi on kärkipisteidensä konveksi verho, virittävät vek-
torit f0(v0); :::; f0(vk) L:n simpleksin hf0(v0); :::f0(vk)i ja siis f on simpleksinen kuvaus.
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2.1.2 Abstrakti simpleksinen kompleksi
Tehdään seuraava jatkon kannalta hyödyllinen havainto: k-simpleksin k + 1 kärkipistet-
tä määräävät simpleksin täysin, sillä simpleksi on Lauseen 2.7 nojalla kärkipisteidensä
konveksi verho. Simpleksinen kompleksi on siis täysin määrätty, kun tunnetaan kunkin
kompleksiin kuuluvan simpleksin kärkipisteet sekä se, miten simpleksit on ”liimattu” yh-
teen, mikä on sama asia kuin tieto siitä, mitkä kärkipisteet kuuluvat samaan simpleksiin.
Siten esimerkiksi Kuvan 2.8 simpleksinen kompleksi voidaan esittää täysin kombinatorises-
ti muodossa: ffag; fbg; fcg; fdg; feg; ffg; fa; bg; fa; cg; fb; cg; fc; dg; fd; eg; fd; fg; fe; fg;
fa; b; cg; fd; e; fgg: On kuitenkin syytä huomata, että edellinen merkintä tarkoittaa vain
kokoelmaa yksiöitä, kaksioita, kolmioita jne. ja on siten eri asia kuin merkinnän geomet-
rinen tulkinta, joka on simpleksinen kompleksi. Vastaavasti eihän tasokaan ole sama asia
kuin virittäjävektorinsa, vaikka nämä täysin määräävät tason.
a
b
c
d
e
f
Kuva 2.8: Simpleksinen kompleksi
Seuraavaksi määritellään n.k. abstrakti simpleksinen kompleksi, joka on euklidisen komplek-
sin yleistys ja perustuu yllä olevaan havaintoon siitä, että kompleksi voidaan määritellä
täysin kombinatorisesti; otetaan siis lähtökohdaksi se, että (abstrakti) kompleksi on täy-
sin määritelty, kun tiedetään, mitkä kärkipisteet virittävät (abstraktit) simpleksit, jotka
voivat olla mitä tahansa joukkoja, eivät pelkästään pisteitä Rn:ssä.
Määritelmä 2.23 (Abstrakti simpleksinen kompleksi). Olkoon K epätyhjä kokoelma ää-
rellisiä joukkoja eli abstrakteja simpleksejä. Kokoelmaa K kutsutaan abstraktiksi simplek-
siseksi kompleksiksi, mikäli se toteuttaa seuraavan ehdon: Jos  2 K; niin myös jokainen
:n epätyhjä osajoukko kuuluu kokoelmaan K:
Abstraktin simpleksin kärkipiste, tahko ja dimensio sekä kompleksin dimensio, ali-
kompleksi ja k-runko määritellään samaan tyyliin kuin euklidisessa tilanteessa: Simpleksin
 kärkipisteiksi kutsutaan mitä tahansa :n jäsentä ja tahkoksi mitä tahansa :n osajouk-
koa. Lisäksi olkoon k+1:n kärkipisteiden virittämän simpleksin dimensio k; ja kokoelman
K dimensio maksimi sisältämiensä simpleksien dimensioista. Jos K sisältää simpleksin, jon-
ka ulottuvuus on mielivaltaisen suuri, sanotaan, että K on ääretön-ulotteinen. Sanotaan,
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että K on äärellinen kompleksi, jos K on äärellinen joukko ja lokaalisti äärellinen, mikäli
jokainen kärkipiste kuuluu vain äärellisen moneen simpleksiin.
Mikäli K:n osajoukko sisältää kaikkien simpleksiensä kaikki osajoukot eli on itsekin
simpleksinen kompleksi, kutsutaan sitä K:n alikompleksiksi. Osajoukko K(k)  K; joka si-
sältää kaikki korkeintaan k-dimensioiset K:n alikompleksit, on k-dimensioinen alikomplek-
si, jota kutsutaan K:n k-rungoksi.
Esimerkki 2.24. Joukko esimerkkejä abstrakteista simpleksisistä komplekseista saadaan
seuraavasti: Olkoon K euklidinen simpleksinen kompleksi. Merkitään kirjaimella K jouk-
koa, jonka jäseniä ovat kaikki ne kärkipistejoukot, jotka ovat jonkin K:n simpleksin kär-
kipisteitä; siis 0-simpleksien kärkipisteitä ovat yksiöt, 1-simpleksien kaksiot, 2-simpleksien
kolmiot jne., ja K:lla merkitään kaikkien näiden joukkojen kokoelmaa. Koska K on eukli-
dinen simpleksinen kompleksi, niin jokainen tahko, joka kuuluu johonkin K:n simpleksiin,
kuuluu myös kompleksiin K – siten K on abstrakti simpleksinen kompleksi. Kokoelmaa K
kutsutaan K:n kärkipistejärjestelmäksi (engl. vertex scheme).
Kaikki abstraktit simpleksiset kompleksit eivät kuitenkaan ole euklidisten komplek-
sien kärkipistejärjestelmiä – euklidisen kompleksin kärkipistejärjestelmät ovat aina äärellis-
ulotteisia ja lokaalisti äärellisiä, mitä ei edellytetä abstrakteilta komplekseilta 5.
Äärellis-ulotteisuus tulee siitä, että euklidisen kompleksin dimensio on määritelty olemaan maksimi
sen simpleksien dimensioista. Koska Rn:n dimensio on n; niin euklidisessa simpleksissä voi olla korkeintaan
n kappaletta kärkipisteitä (t.s. simpleksi on vektoreiden (v0; :::; vn 1) virittämä), jolloin sen dimensio on
määritelty olemaan n  1: Näin ollen K:n kärkipistejärjestelmän suurin mahdollinen dimensio on n  1:
Lokaali äärellisyys tulee puolestaan siitä, että jos kokoelmassa K olisi kärkipiste v, joka kuuluisi ää-
rettömän moneen simpleksiin  2 K, niin vastaavassa euklidisessa kompleksissa v:n kaikki ympäristöt
leikkaisivat äärettömän montaa simpleksiä, mikä rikkoisi lokaalin äärellisyyden vaatimusta.
Mikäli kaikki abstraktit kompleksit olisivat euklidisten kompleksien kärkipistejärjes-
telmiä, olisi niitä helppo tulkita geometrisesti kuten edellä (kärkipisteet määräävät Rn:n
pisteet, kaksiot janat pisteiden välillä jne.). Valitettavasti asia ei kuitenkaan ole näin yk-
sinkertainen; abstrakteja simpleksejä ei yleisesti ottaen voida kuvitella Rn:n pisteinä, jotka
ovat muotoa
P
tivi; koska abstraktin simpleksin kärkipisteet eivät ole Rn:n pisteitä, vaan
jotain abstrakteja objekteja mielivaltaisessa joukossa, jossa vektorisummaa ei ole välttä-
mättä määritelty.
Mielivaltaiselle joukolle X on kuitenkin mahdollista määritellä n.k. vapaa vektoriava-
ruus (engl. free vector space) siten että vapaan vektoriavaruuden pisteet voidaan esittää
n.k. muodollisina lineaarikombinaatioina joukon X pisteistä. Menemättä yksityiskohtiin
ajatellaan, että abstraktin simpleksin geometrinen tulkinta ovat ne vapaan vektoriavaruu-
5Voidaan osoittaa, että mikäli abstrakti kompleksi on äärellis-ulotteinen, lokaalisti äärellinen ja nume-
roituva, se on euklidisen kompleksin kärkipistejärjestelmä.
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den pisteet, jotka ovat muotoa
kX
i=0
tivi; missä 0  ti  1 ja
kX
i=0
ti = 1;
missä vi on vapaan vektoriavaruuden piste ja ti 2 R: Vapaasta vektoriavaruudesta voidaan
tehdä topologinen avaruus liittämällä siihen jonkin normin määräämä topologia. Nyt voi-
daan osoittaa, että abstraktin k-simpleksin geometrinen tulkinta on homeomorﬁnen eukli-
disen k-simpleksin kanssa.
Abstrakti simpleksi määrää täysin geometrisen tulkinnan ja geometrinen tulkinta ab-
straktin simpleksin, joten yleensä ei tarvitse tehdä eroa näiden kahden välille. Jos nämä
kuitenkin täytyy erottaa toisistaan, merkitään abstraktia simpleksiä symbolilla  ja sen
geometrista tulkintaa symbolilla jj:
Abstraktin simpleksisen kompleksin K geometrinen tulkinta jKj on yksinkertaisesti yh-
diste K:n simpleksien geometrisista tulkinnoista, missä kaksi pistettä samastetaan, mikäli
niiden muodollinen lineaarikombinaatio on sama eli mikäli ne ovat vapaan vektoriavaruu-
den sama piste. Näin mudostuu tekijäjoukko, jonne projektiokuvaus koindusoi topologian.
Abstraktin kompleksin geometrinen tulkinta on siis topologinen avaruus.
Esimerkki 2.25. Tarkastellaan abstraktia simpleksistä kompleksia K = ffag; fbg; fcg;
fa; bg; fa; cg; fb; cg; fa; b; cgg: Kompleksissa on siis kolme 0-simpleksiä, kolme 1-simpleksiä
ja yksi 2-simpleksi. 0-simpleksien geometrinen tulkinta on vapaan vektoriavaruuden piste,
1-simpleksien puolestaan vapaan vektoriavaruuden jana, joka on homeomorﬁnen euklidisen
1-simpleksin eli kaaren kanssa, ja 2-simpleksin vapaan vektoriavaruuden pistejoukko, joka
on homeomorﬁnen euklidisen kolmion kanssa.
Kun otetaan yhdiste näiden simpleksien geometrisista tulkinnoista, saadaan komplek-
sin K geometrinen tulkinta. Havaitaan, että kärkipisteiden ja särmien päätepisteiden muo-
dolliset lineaarikombinaatiot ovat pisteittäin samat, nimittäin 1a = 1a + 0b jne., joten
samastetaan nämä pisteet. Samoin särmien ja 2-simpleksin 1-ulotteisten tahkojen muodol-
liset lineaarikombinaatiot ovat pisteittäin samat, joten samastetaan myös nämä pisteet.
Saadaan geometrinen tulkinta kuten Kuvassa 2.9.
p
a
b c
a
b c
Kuva 2.9: Abstraktin kompleksin K geometrinen tulkinta.
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Topologista avaruuutta X, joka on homeomorﬁnen (abstraktin) simpleksisen komplek-
sin geometrisen tulkinnan kanssa, kutsutaan monitahokkaaksi (engl. polyhedron). Kyseistä
homeomorﬁsmia kutsutaan X:n kolmioinniksi (engl. triangulation) ja sanotaan, että ava-
ruus X on kolmioituva.
Seuraava tulos, n.k. pintojen kolmiointiteoreema, on tärkeä askel kohti pintojen luokit-
teluteoreemaa. Lauseen osoitti ensimmäisenä Tibor Radó vuonna 1925. Todistus on pitkä
ja sisältää paljon mutkikkaita yksityiskohtia eikä sitä esitetä tässä työssä. Hyviä versioita
todistuksesta löytyy ainakin Moiselta (1977).
Lause 2.26 (Pintojen kolmiointiteoreema). Jokainen 2-monisto on homeomorﬁnen 2-
ulotteisen simpleksisen kompleksin geometrisen tulkinnan kanssa. Lisäksi jokainen komplek-
sin 1-simpleksi on täsmälleen kahden 2-simpleksin tahko.
2.1.3 Monikulmioesitys
Jo luvussa 1 osoitettiin esimerkiksi toruspinta homeomorﬁseksi tason monikulmion tekijä-
avaruuden kanssa, kun neliön sivuja oli samastettu sopivasti. Seuraavaksi tavoitteena on
osoittaa, että mikä tahansa kompakti pinta voidaan esittää tason monikulmiona, jonka
sivuja on samastettu sopivasti.
Ennen tätä osoitetaan kuitenkin käänteinen tulos: mikäli tason monikulmiossa on pa-
rillinen määrä sivuja ja jokainen sivu on samastettu täsmälleen yhden muun sivun kanssa,
muodostuva tekijäavaruus on kompakti pinta.
Tämän jälkeen määritellään täsmällisesti luonnolliselta tuntuva tapa merkitä monikul-
mioiden tekijäavaruuksia, nk. monikulmioesitys. Kappaleen lopussa osoitetaan viimein em.
tärkeä tulos.
Määritellään aluksi tasonmonikulmio. Määritelmän nojalla kuvan 2.10 kaltaiset kuviot,
joissa on ”piikki” eivät ole monikulmiota.
Kuva 2.10: Kuvio ei ole määritelmän nojalla monikulmio.
Määritelmä 2.27 (Monikulmio). Tason kompakti osajoukko P on monikulmio, jos jou-
kon reuna on 1-dimensioinen euklidinen simpleksinen kompleksi, joka toteuttaa seuraavat
ehdot:
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1. Jokaisella särmän pisteellä q, joka ei ole kärkipiste, on ympäristö U  R2 siten
että P \ U on yhtä kuin ympäristön U leikkaus jonkin suljetun puolitason f(x; y) j
ax+ by + c  0g kanssa.
2. Jokaisella kärkipisteellä v on ympäristö V  R2 siten että P \ V on yhtä kuin
V :n leikkaus kahden suljetun puolitason kanssa, joiden reunat leikkaavat ainoastaan
pisteessä v:
q
Kuva 2.11: Monikulmion särmäpiste, joka ei ole kärkipiste.
Seuraavaksi osoitetaan, että jos tason monikulmiossa on parillinen määrä sivuja ja jo-
kainen sivu on samastettu täsmälleen yhden muun sivun kanssa, muodostuva tekijäavaruus
on kompakti pinta.
Lause 2.28. Olkoon P monikulmio, jossa on parillinen määrä särmiä. Olkoon 1 ja
2 monikulmion reunan 1-simpleksejä, 1 6= 2: Olkoon R ekvivalenssirelaatio siten et-
tä 1R2 , f(1) = 2; missä f on simpleksinen isomorﬁsmi. Muodostuva tekijäavaruus
on kompakti pinta.
Todistus. Katso todistus esimerkiksi [4] s. 7.
Määritelmä 2.29 (Sana). Olkoon S joukko. Sana (engl. word) joukossa S on järjestetty
jono symboleita, joista jokainen on joko muotoa a tai a 1; jollain a 2 S:
Määritelmä 2.30 (Monikulmioesitys). Monikulmioesitys
P = hS jW1; :::;Wki
on äärellinen joukko S yhdessä äärellisen monen vähintään kolmen symbolin pituisen sa-
nansa W1; :::;Wk kanssa. Lisäksi jokaisen S:n jäsenen täytyy esiintyä ainakin yhdessä sa-
nassa.
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vKuva 2.12: Monikulmion kärkipiste.
Monikulmioesityksessä merkittäessä joukkoa S jätetään usein joukkomerkit pois, sa-
moin jätetään pois pilkut saman sanan jäsenten väliltä. Esimerkiksi joukon S = fa; bg ja
yhden sanan W = (a; b; a 1; b 1) monikulmioesitystä merkitään ha; b j aba 1b 1i:
Mikäli joukko S on yksiö, sallitaan poikkeustapaus, jossa sana on vain kahden symbolin
pituinen. Tällaisia monikulmioesityksiä on neljä: ha j aai; ha j aa 1i; ha j a 1ai ja ha j a 1a 1i:
Monikulmioesitys P määrittelee topologisen avaruuden jPj; jota kutsutaan monikul-
mioesityksen geometriseksi tulkinnaksi, seuraavalla tavalla:
1. Olkoot W0; :::;Wn sanoja. Määritellään jokaista sanaa Wi vastaamaan konveksi ta-
son monikulmio Pi siten että monikulmiossa on yhtä monta sivua kuin vastaavassa
sanassa on symboleita, monikulmion keskipiste on origossa, jokainen sivu on pituu-
deltaan 1 ja yksi kärkipiste on positiivisella y-akselilla.
2. Määritellään vastaavuus sanan Wi symbolien ja monikulmion Pi sivujen välille siten
että aloitetaan positiivisella y-akselilla olevasta kärkipisteestä ja edetään vastapäi-
vään sivuja pitkin merkiten kutakin sivua vastaavalla sanan symbolilla.
3. Samastetaan sitten monikulmioiden ne sivut, jotka on merkitty samalla symbolilla:
Mikäli kumpikin samastettavista sivuista on merkitty symbolilla a (tai vaihtoehtoi-
sesti a 1:llä) samastetaan sivujen ensimmäiset kärkipisteet keskenään ja viimeiset
kärkipisteet keskenään. Sanotaan, että sivut on samastettu kääntäen.
Mikäli taas sivuja on merkitty symboleilla a ja a 1; samastetaan sivun a ensimmäi-
nen kärkipiste sivun a 1 viimeisen kärkipisteen kanssa ja vastaavasti a:n viimeinen
kärkipiste a 1:n ensimmäisen kärkipisteen kanssa. Sanotaan, että sivut on samastet-
tu vastakkain.
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Näin saadaan tekijäjoukko, johon projektiokuvaus koindusoi topologian. Tätä topo-
logista avaruutta merkitään symbolilla jPj:
Esimerkki 2.31. Olkoon monikulmioesitys ha; b j aba 1b 1i:
1. Sanassa on neljä symbolia, joten määritellään tason konveksi monikulmio P nelisi-
vuiseksi.
2. Sanan symbolit ja monikulmion sivut laitetaan vastaamaan toisiaan (Kuva 2.13 vasen
puoli).
3. Viimeisessä vaiheessa Kuvan 2.13 kärkipiste 1 samastetaan kärkipisteen 4 kanssa,
koska symbolilla a merkityn sivun vastapäivään kulkiessa ensimmäinen kärkipiste
samastetaan symbolilla a 1 merkityn sivun viimeisen kärkipisteen kanssa. Kun jat-
ketaan kärkipisteiden samastamista vastaavalla tavalla, havaitaan, että itseasiassa
kaikki neljä kärkipistettä samastuvat yhdeksi kärkipisteeksi.
a
b a-1
b-1
1
2
3
4
a
b a-1
b-1
Kuva 2.13: Monikulmioesityksen ha; b j aba 1b 1i geometrinen tulkinta on torus.
Mikäli P on erikoistapaus, jossa sana on vain kahden symbolin pituinen, määritellään
että topologinen avaruus jPj on pallo, jos sana on joko muotoa aa 1 tai a 1a ja projektii-
vinen avaruus, jos sana on muotoa aa tai a 1a 1 (Kuva 2.14).
a a a a
Kuva 2.14: Vasemmalla pallo, oikealla projektiivinen taso
Tason monikulmion P sisäpisteitä kutsutaan monikulmion tahkoksi, sivuja särmiksi
ja kärkiä kärkipisteiksi. Monikulmioesityksen P geometrisen tulkinnan jPj tahkojen luku-
määrä on sama kuin monikulmioesityksen sanojen lukumäärä, ja särmien lukumäärä on
sama kuin monikulmioesityksen symbolien lukumäärä kaikissa monikulmioesityksen sa-
noissa yhteensä. Lisäksi monikulmiossa P särmän a kärkipistettä, joka tulee ensimmäisenä
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vastaan liikuttaessa särmiä pitkin vastapäivään, kutsutaan alkukärjeksi ja särmän a jäl-
kimmäisenä vastaantulevaa kärkipistettä kutsutaan loppukärjeksi ; symbolilla a 1 merkityn
särmän tapauksessa nimitykset ovat päinvastaiset.
Samastettavia särmiä voidaan merkitä symbolien a ja a 1 sijaan pelkästään symbolilla
a; ja samastuksen ”suunta” ilmaistaan nuolimerkinnöillä kuten Kuvassa 2.15.
a
b a
b
Kuva 2.15: Samastukset voidaan ilmaista nuolimerkinnöillä.
Määritelmä 2.32 (Pintaesitys). Monikulmioesitystä kutsutaan pintaesitykseksi, jos jo-
kainen symboli a 2 S esiintyy täsmälleen kaksi kertaa sanoissa W0; :::;Wn (tässä a ja a 1
lasketaan samaksi symboliksi).
Jos X on topologinen avaruus ja P monikulmioesitys, jonka geometrisen tulkinnan
kanssa X on homeomorﬁnen, sanotaan P:tä X:n monikulmioesitykseksi.
Lause 2.33. Jokainen kompakti pinta voidaan esittää pintaesityksenä.
Todistus. Olkoon M kompakti pinta. Kolmiointiteoreeman (Lause 2.26) nojalla pinta on
homeomorﬁnen 2-ulotteisen simpleksisen kompleksin geometrisen tulkinnan jKj kanssa,
missä jokainen 1-simpleksi on täsmälleen kahden 2-simpleksin tahko.
Konstruoidaan simpleksisestä kompleksista K pintaesitys P, jossa jokainen sana on
kolmen symbolin pituinen ja särmiä merkitään samalla symbolilla, jos ja vain jos ne ovat
sama 1-simpleksi. Nyt halutaan osoittaa, että pintaesityksen geometrinen tulkinta jPj on
homeomorﬁnen kompleksin K geometrisen tulkinnan kanssa.
Olkoon P (erillinen) yhdiste kompleksin K 2-simplekseistä, eli P = P1
`
:::
`
Pk: Nyt
haluttaisiin osoittaa, että projektiokuvaukset K : P ! jKj ja P : P ! jPj tuottavat
homeomorﬁset avaruudet. Riittää osoittaa, että K ja P tekevät samat samastukset.
Projektiokuvaus kuvaa pisteen siksi ekvivalenssiluokaksi, johon piste kuuluu ekviva-
lenssirelaatiossa. Koska ainoastaan samalla kirjaimella merkityt särmät samastetaan, 2-
simpleksien sisäpisteet kuvautuvat kummassakin projektiokuvauksessa samalla tavalla. Sa-
moin särmien täytyy kuvautua samalla tavalla, koska kummassakin tilanteessa särmät sa-
mastetaan, jos ja vain jos ne on merkitty samalla kirjaimella. Tarkastellaan vielä kär-
kipisteitä: Tuntuu hyvin uskottavalta, että kärkipisteet samastuvat kuvauksissa samoin,
sillä kärkipisteet sisältyvät 1-simplekseihin. Pidetään tätä siinä määrin uskottavana, että
täsmällinen todistus sivuutetaan (todistus luettavissa esim. [1] s. 173 tai [4] s. 13).
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Esimerkki 2.34. Muutamia esimerkkejä tutuista pinnoista lausuttuna pintaesitysten avul-
la:
a) Pallopinta: ha j aa 1i tai ha; b j abb 1a 1i
b) Toruspinta: ha; b j aba 1b 1i
c) Projektiivinen taso: ha j aai tai ha; b j ababi
d) Kleinin pullo: ha; b j abab 1i
2.1.4 Perusoperaatiot
Määritellään seuraavaksi monikulmioesityksille nk. perusoperaatioita. Voidaan osoittaa,
että perusoperaatiot tuottavat alkuperäisen monikulmioesityksen kanssa homeomorﬁsen
esityksen.
Peilaus
hS j a1::: am;W2; ::: ;Wki 7! hS j a 1m ::: a 11 ;W2; ::: ;Wki
a
b
c
d
e e
d
c
b
a
Kuva 2.16: Peilaus ha; b; c; d; e j abc 1dei 7! ha; b; c; d; e j e 1 d 1 c b 1 a 1i
Kierto
hS j a1::: am;W2; ::: ;Wki 7! hS j am a1 ::: am 1;W2; :::;Wki
a
b
c
d
e
a
b
d
e
c
Kuva 2.17: Kierto ha; b; c; d; e j abc 1dei 7! ha; b; c; d; e j eabc 1di
Leikkaaminen Olkoon W1 ja W2 vähintään kahden symbolin pituisia. Määritellään
hS jW1W2; :::;Wki 7! hS; e jW1e; e 1W2; :::;Wki:
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Liimaaminen Olkoon W1 ja W2 vähintään kahden symbolin pituisia. Määritellään
hS; e jW1e; e 1W2; :::;Wki 7! hS jW1W2; :::;Wki:
e eW1
W2
W1
W2
Kuva 2.18: Leikkaaminen / liimaaminen
Taittaminen Olkoon sana W1 vähintään kolmen symbolinen pituinen. Määritellään
hS; e jW1ee 1;W2; :::;Wki 7! hS jW1;W2; :::;Wki:
Avaaminen
hS jW1;W2; :::;Wki 7! hS; e jW1ee 1;W2; :::;Wki:
a
b
c
e
e
a
b
ce
Kuva 2.19: Taittaminen / avaaminen
Lause 2.35. Perusoperaatiot tuottavat alkuperäisen monikulmioesityksen kanssa homeo-
morﬁsen esityksen.
Todistus. Katso täsmällinen todistus esimerkiksi [1] s. 170.
Jatkon kannalta on myös hyödyllinen seuraava tulos, joka kertoo, että kahden pinnan
yhtenäinen summa voidaan esittää monikulmioesityksenä:
Lause 2.36. Olkoon M1 ja M2 pintoja, joilla on monikulmioesitykset hS1 j W1i ja hS2 j
W2i; missä S1 ja S2 ovat erillisiä joukkoja. Tällöin esitys hS1; S2 j W1W2i on yhtenäisen
summan M1#M2 monikulmioesitys.
Todistus. Katso täsmällinen todistus [4] s. 16.
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2.2 Kompaktien pintojen luokittelu
Lause 2.37 (Kompaktien pintojen luokittelu). Jokaiselle epätyhjälle, yhtenäiselle, kom-
paktille pinnalle pätee yksi seuraavista:
1. Pinta on homeomorﬁnen pallon S2 kanssa.
2. Pinta on homeomorﬁnen toruspinnan kanssa tai pinnan kanssa, joka on yhtenäinen
summa toruksista.
3. Pinta on homeomorﬁnen projektiivisen tason kanssa tai pinnan kanssa, joka on yh-
tenäinen summa projektiivisista tasoista.
Lemma 2.38. Kleinin pullo on homeomorﬁnen yhtenäisen summan P 2#P 2 kanssa.
Todistus. Kleinin pullolla on pintaesitys ha; b j abab 1i:
ha; b j abab 1i  ha; b; c j abc; c 1ab 1i (leikkaaminen)
 ha; b; c j bca; a 1cbi (kierto ja peilaus)
 hb; c j bbcci (liimaaminen ja kierto.)
Havaitaan, että hb; c j bbcci on kahden projektiivisen tason yhtenäisen summan moni-
kulmioesitys.
Lemma 2.39. Yhtenäinen summa T 2#P 2 on homeomorﬁnen yhtenäisen summan P 2#P 2#P 2
kanssa.
Todistus. Edellisestä lemmasta seuraa, että yhtenäinen summa P 2#P 2#P 2 on homeo-
morﬁnen Kleinin pullon K ja projektiivisen tason P 2 yhtenäisen summan K#P 2 kanssa.
ha; b; c j abab 1cci  ha; b; c; d j cabd 1; dab 1ci (kierto ja leikkaaminen)
 ha; b; c; d j abd 1c; c 1ba 1d 1i (kierto ja peilaus)
 ha; b; d; e j a 1d 1abe; e 1d 1bi (liimaa c:tä pitkin, kierrä, leikkaa)
 ha; b; d; e j ea 1d 1ab; b 1dei (kierto, peilaus)
 ha; d; e j a 1d 1adeei (limaa b:tä pitkin, kierrä).
Kompaktien pintojen luokittelu. Osoitetaan, että mikä tahansa kompakti pintaM saadaan
perusoperaatioiden kautta homeomorﬁseksi pallon, torusten yhtenäisen summan tai pro-
jektiivisten tasojen yhtenäisen summan kanssa.
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Askel 1 Pinnalla M on pintaesitys, jossa on vain yksi tahko (ts. vain yksi sana). Kos-
ka M on yhtenäinen, pintaesityksen jokaisella sanalla on oltava yhteinen symboli
pintaesityksen jonkin toisen sanan kanssa. Kun nyt toistetaan liimaamista (ja tar-
vittaessa kiertoa ja/tai peilausta) kyllin monta kertaa, saadaan monikulmioesitys,
jossa on vain yksi sana ja jonka geometrisella tulkinnalla on siten yksi tahko. Näin
ollen pinta M on homeomorﬁnen pintaesityksen geometrisen tulkinnan kanssa, jolla
on yksi tahko.
a
a
b
b
c
c
d
d
W1 W2
d
d
W2a
c
d
d
W2
a
c
peilaus
kierto
a
b
b
c
W1
d
d
W2
a
c
liimaaminen
Kuva 2.20: Pintaesityksen hS jW1;W2i sanojen liimaaminen yhteen.
Askel 2 Pinta M on joko pallo tai sillä ei ole vierekkäisiä vastakkain samastettuja särmiä.
Mikäli pintaesityksessä on vierekkäiset vastakkain samastetut särmät (ja sanassa
ainakin kolme symbolia), voidaan särmät poistaa taittamalla. Ainoa tilanne, jossa
vierekkäisiä kääntäen samastettuja särmiä ei voida poistaa, on silloin kun sanassa on
vain kaksi symbolia, ts. ha j aa 1i tai ha j a 1ai: Tällöin pinta M on homeomorﬁnen
pallon S2 kanssa. Jatkossa oletetaan, että M ei ole homeomorﬁnen pallon kanssa.
Askel 3 Pinnalla M on pintaesitys, jossa kaikki kääntäen samastetut särmät ovat vierek-
käin. Oletetaan, että pinnan pintaesityksessä on kääntäen samastetut särmät, jotka
eivät ole vierekkäin. Tällöin sana on muotoa V aWa; missä V ja W ovat epätyhjiä.
Voidaan kirjoittaa:
ha; V;W jV aWai  ha; b; V;W jV ab; b 1Wai (leikkaaminen)
 ha; b; V;W j bV a; b 1Wai (kierto)
 ha; b; V;W j bV a; a 1W 1bi (peilaus)
 ha; b; V;W j bV W 1bi (liimaaminen)
 ha; b; V;W jVW 1bbi (kierto)
Prosessissa siis ei-vierekkäinen kääntäen samastettu särmäpari a; a onnistuttiin kor-
vaamaan vierekkäisellä kääntäen samastetulla parilla b; b: Lisäksi mitään vierekkäistä
särmäparia ei erotettu, koska askeleen 2 nojalla pintaesityksessä ei ole vierekkäisiä
vastakkain samastettuja särmiä ja sanan W peilaaminen ja siirtäminen ei erota vie-
rekkäisiä kääntäen samastettuja pareja.
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VW
a
a
b
V
a
b
a
b
W
-1
V
b
b
W
-1
Kuva 2.21: Askel 3
Jos prosessissa syntyi uusia vierekkäisiä vastakkain samastettuja pareja, voidaan ne
poistaa toistamalla askel 2. Sanan W peilaaminen saattoi myös muuttaa jonkin (ei-
vierekkäisen) vastakkain samastetun parin kääntäen samastetuksi tai päinvastoin,
mutta ei-vierekkäisten samastettujen särmien kokonaismäärä pieneni ainakin yhdellä.
Koska prosessissa ei eroteta jo syntyneitä vierekkäisiä pareja, äärellisen monen toiston
jälkeen kaikki kääntäen samastetut parit ovat vierekkäisiä.
Askel 4 Pinnalla M on pintaesitys, jossa kaikki kärkipisteet on samastettu yhdeksi pis-
teeksi. Pintaesityksessä särmät on samastettu pareittain, mutta kärkipisteistä ei ole
vastaavaa tietoa; samaan ekvivalenssiluokkaan voi kuulua yksi tai useampia kärki-
pisteitä. Merkitään kärkipisteen v ekvivalenssiluokkaa p(v) :llä, ja oletetaan, että on
olemassa jokin kärkipiste, joka ei kuulu ekvivalenssiluokkaan p(v): Merkitään tätä
kärkipistettä kirjaimella w ja ekvivalenssiluokkaa p(w):
Eliminoidaan sitten ekvivalenssiluokka p(v) kärkipiste kerrallaan. Täytyy olla ole-
massa särmä a; joka yhdistää ekvivalenssiluokkia p(v) ja p(w) (pinta M on yhtenäi-
nen). Nyt pisteen v toisella puolella oleva särmä (Kuvassa 2.22 merkitty kirjaimella
b) ei voi olla a 1; koska vierekkäiset vastakkain samastetut särmät eliminoitiin aske-
leessa 2. Särmä ei voi myöskään olla a; koska tällöin kärkipisteet w ja v olisivat kum-
pikin särmän a loppukärkiä ja siten samastettuja pisteitä, mikä ei oletuksen nojalla
ole mahdollista. Merkitään särmää kirjaimella b ja toista kärkipistettä kirjaimella x:
Koska kyseessä on pintaesitys, jossain muualla monikulmiossa on joko särmä b tai
b 1: Oletetaan aluksi, että tämä toinen särmä on b 1; jolloin pintaesitys on muotoa
baXb 1Y:
ha; b;X; Y j baXb 1Y i  ha; b; c;X; Y j bac; c 1Xb 1Y i
 ha; b; c;X; Y j acb; b 1Y c 1Xi (kierto)
 ha; c;X; Y j acY c 1Xi
Jos taas toinen särmä on b; voidaan kirjoittaa:
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ha; b;X; Y j baXbY i  ha; b; c;X; Y j bac; c 1XbY i
 ha; b; c;X; Y j b 1c 1a 1; c 1XbY i (peilaus)
 ha; b; c;X; Y j c 1a 1b 1; bY c 1Xi (kierto)
 ha; c;X; Y j c 1a 1Y c 1Xi
Koska v on särmän b loppukärki, liimaamalla särmät b yhteen, päästään eroon yh-
destä kärkipisteestä v: Prosessissa on voinut syntyä uusia vierekkäisiä vastakkain
samastettuja särmäpareja, mutta niistä päästään eroon toistamalla askel 2, jossa
ei synny uusia kärkipisteitä. Toistetaan nyt sama prosessi kaikille kärkipisteille v ja
mahdollisille muille ekvivalenssiluokille. Lopputuloksena kaikki kärkipisteet kuuluvat
samaan ekvivalenssiluokkaan p(w):
v
xw
c
a
b
bv x v x
b
w
w
ca
xc
Kuva 2.22: Askel 4
Askel 5 Jos pintaesityksessä on vastakkain samastetut särmät a ja a 1, niin esityksessä
on myös toinen pari vastakkain samastettuja särmiä b ja b 1 siten että symbolit a ja
b esiintyvät vuorotellen, ts. a; :::; b; :::; a 1; :::; b 1: Oletetaan, että väite ei päde, eli
monikulmioesitys on muotoa aXa 1Y; missä X ja Y sisältävät ainoastaan vierek-
käisiä kääntäen samastettuja särmiä (askeleesta 3 seuraa, että kääntäen samastetut
särmät ovat vierekkäisiä) sekä ei-vierekkäisiä vastakkain samastettuja särmiä, joista
kumpikin särmä kuuluu joko ainoastaan X:ään tai ainoastaan Y :hyn.
Näin ollen jokainen särmä X:ssä on samastettu jonkin toisen X:n särmän kanssa ja
jokainen särmä Y :ssä on samastettu jonkin Y :n särmän kanssa. Nyt sekä särmän a
että a 1 loppukärjet koskettavat X:ää, joten ne voidaan samastaa ainoastaan X:n
kärkipisteiden kanssa. Vastaavasti sekä a:n että a 1:n alkukärjet koskettavat Y :tä,
joten ne voidaan samastaa vain Y :n kärkipisteiden kanssa. Tämä on ristiriita askeleen
4 väitteen kanssa, jonka mukaan kärkipisteillä on vain yksi ekvivalenssiluokka.
52
aa
X
Y
Kuva 2.23: ha;X; Y j aXa 1Y i
Askel 6 Pinnalla M on pintaesitys, jossa vuorotellen esiintyvät vastakkain samastetut
särmäparit esiintyvät peräkkäin eli aba 1b 1: Pintaesitys on siis muotoaWaXbY a 1Zb 1:
Voidaan kirjoittaa:
ha; b;W;X; Y; Z jWaXbY a 1Zb 1i
 ha; b; e;W;X; Y; Z jWaXe; e 1bY a 1Zb 1i leikkaaminen
 ha; b; e;W;X; Y; Z jXeWa; a 1Zb 1e 1bY i kierto
 hb; e;W;X; Y; Z jXeWZb 1e 1bY i liimaaminen
 hb; e;W;X; Y; Z j e 1bY XeWZb 1i kierto
 hb; e; f;W;X; Y; Z j e 1bY Xef; f 1WZb 1i leikkaaminen
 hb; e; f;W;X; Y; Z jY Xefe 1b; b 1f 1WZi kierto
 he; f;W;X; Y; Z jY Xefe 1f 1WZi liimaaminen
 he; f;W;X; Y; Z j efe 1f 1WZYXi kierto
Kun tämä toistetaan kaikille vuorotellen esiintyville vastakkain samastetuille särmä-
pareille, saadaan haluttu lopputulos.
Askel 7 Pinta M on homeomorﬁnen joko yhden tai useamman toruksen yhdistettyn sum-
man tai yhden tai useamman projektiivisen tason yhdistettyn summan kanssa. Edel-
tävistä askeleista seuraa, että kaikki kääntäen samastetut särmät ovat vierekkäin eli
muotoa aa (projektiivinen taso) ja kaikki vastakkain samastetut särmät esiintyvät
ryhmissä bcb 1c 1 (torus). Mikäli monikulmioesitys koostuu vain jommasta kum-
masta em. mahdollisuuksista, pinta on yhtenäinen summa projektiivisista tasoista
a1a1:::amam tai yhtenäinen summa toruksista a1b1a 11 b
 1
1 :::ambma
 1
m b
 1
m :
Mikäli monikulmioesitys sisältää sekä kääntäen että vastakkain samastettuja särmiä,
esitys on joko muotoa aabcb 1c 1X tai muotoa bcb 1c 1aaX: Kummassakin tapauk-
sessa saadaan T 2#P 2  P 2#P 2#P 2; eli saadaan yhtenäinen summa projektiivisista
tasoista.
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